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Préambule

Dans le cadre du master en ingénierie mathématique de I'école polytechnique fédérale de Lau-
sanne, le troisieme des quatre semestres est consacré a un stage. Ayant pris une orientation
plutdt statistique, j’ai souhaité postuler pour un stage dans la section de méthodologie de 'OFS.
Le sujet de stage était déja fixé. Suite a une demande externe concernant la méthode RDS, la
section de méthodologie avait souhaité se renseigner sur la question et avait finalement consi-
déré que ce sujet conviendrait parfaitement a un stagiaire. J'ai donc travaillé sur la méthode
d’échantillonnage déterminée par les répondants (RDS) entre aolt et décembre 2012. Il en
a résulté deux rapports distincts, un code informatique permettant de simuler des processus
RDS ainsi qu’un guide de I'utilisateur pour ce code .

Je tiens a remercier chaleureusement Jean-Pierre Renfer, qui m’a suivi durant toute la période
de mon stage. Son sérieux et son enthousiasme ont été contagieux. Je tiens aussi a remercier
Philippe Eichenberger, chef de la section de méthodologie statistique de 'OFS. Son accueil au
sein de son groupe et 'atmosphére qu’il y a imprégnée ont rendu cette période extrémement
agréable. Finalement, je souhaiterais remercier vivement tous les membres de la section de
méthodologie statistique. lls ont été extrémement accueillants et chaleureux. lls m’ont aussi
permis de me sentir faire partie d’'une équipe motivée, dynamique et trés compétente. Ces
mois furent tout simplement incroyables, je le leur dois en grande partie.

Je remercie Jean-Marc Nicoletti, Jean-Pierre Renfer et Marie Dupraz pour la relecture attentive
de ce rapport, qui m’a permis de sensiblement I'améliorer.

Par ailleurs, ma vie a Neuchatel n’aurait pas eu la méme saveur sans mes grands-parents,
Frangoise et Frangois Wilhelm qui m’ont régulierement offert un asile et de bons petits plats.

Résumé

Lobjectif de ce rapport est de présenter la méthode d’échantillonnage déterminée par les ré-
pondants, plus connue sous son acronyme anglais, RDS (Respondent-Driven Sampling). Aprés
une trés bréve introduction a la théorie des sondages, la méthode RDS est introduite dans son
contexte historique. On présente ensuite les différents estimateurs utilisés dans la plupart des
études existantes. Le développement mathématique de ces estimateurs ainsi que les hypo-
théses nécessaires a leur dérivation sont passés en revue. On fait un survol théorique des
estimateurs couramment utilisés, de leurs propriétés et de leurs faiblesses. Les estimateurs les
plus récents font I'objet d’un autre rapport. On fait de plus des simulations afin d’illustrer cer-
taines situations. On conclut a un préavis négatif pour l'utilisation de cette méthode, du moins
dans I'état actuel de la recherche. On conseille donc d’y renoncer a ce stade dans les enquétes
devant satisfaire aux exigences de la statistique publique.

1. disponible sur http://www.unine.ch/members/matthieu.wilhelm
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1 Introduction

Le contexte de la théorie des sondages

La théorie des sondages a commencé a se développer au siécle dernier. La raison de ce déve-
loppement est apparue en méme temps que le concept d’un état moderne dont les besoins en
statistiques sont importants. Toutefois, pendant longtemps, la statistique se concevait comme
quelque chose d’exhaustif, ne devant pas étre le reflet d’une réalité, mais bel et bien la réalité
elle-méme, condensée en quelques chiffres. En effet, a I'époque le principe méme d’échan-
tillonnage a été totalement rejeté. Il était considéré comme peu sérieux, le recensement étant
alors le seul moyen valable d’établir des statistiques. Dans le courant du XX™¢ siécle, et en
particulier pendant sa seconde moitié, une base mathématique a permis a la théorie des son-
dages de devenir 'un des domaines importants des statistigues. De nombreuses recherches
ont permis une amélioration notable des méthodes liées aux sondages (Tillé, 2001). C’est en-
core a I'heure actuelle un domaine en pleine expansion, sur lequel de nombreux groupes de
recherche travaillent a travers le monde.

Ce développement mathématique de la théorie des sondages a surtout été possible grace
a 'apport de la théorie des probabilités. On distingue deux types de sondages : les sondages
probabilistes et les sondages non-probabilistes (appelés aussi empiriques). Le sondage proba-
biliste attribue une probabilité non-nulle a tous les individus faisant partie de la population que
I'on souhaite étudier, puis sélectionne un échantillon de cette population en fonction de ces
probabilités. Le sondage non-probabiliste est caractérisé par une hypothése supplémentaire
au sujet de la population cible : 'homogénéité de la distribution du caractere observé. Ainsi,
la sélection des individus participant a 'enquéte n’est pas nécessairement purement aléatoire.
C’est une hypothese trés forte, qui ne se vérifie que rarement.

On peut donner quelques exemples afin d’illustrer ces concepts. Premierement, on définit un
plan de sondage comme une loi de probabilité définie sur toute la population. Ainsi, tout son-
dage probabiliste est défini par son plan de sondage. Le sondage probabiliste le plus simple
est lorsque I'on suppose que chaque individu a une méme probabilité d’étre choisi, c’est a dire
que la loi de probabilité définie par le plan de sondage est uniforme. De fait, il est appelé plan
simple. Le principal probleme des sondages non-probabilistes est qu’il n’est pas possible d’es-
timer le biais ni la variance d’'une estimation sur un tel échantillon. C’est pourquoi, sauf dans
des cas bien particuliers, la statistique officielle n'utilise pas d’échantillon non-probabiliste.
Pour plus de détails au sujet de la théorie des sondages, on peut se référer a (Sarndal et al.,
1992; Cochran, 1977; Tillé, 2001).

1.1 La méthode RDS et ses applications

Parmi les méthodes non-probabilistes, une méthode en particulier est I'objet de notre attention :
la méthode d’échantillonnage dite « boule de neige ». Cette derniére a été développée par Leo
A. Goodman (Goodman, 1961). Cette méthode non-probabiliste propose d’échantillonner une
population de la maniére suivante : dans un premier temps on fait un tirage aléatoire au sein de
la population cible. Puis, on demande a chacun des individus ayant été sélectionnés dans ce
premier tirage d’inclure k£ « ami(s) » dans I'enquéte. Ces derniers sont admis dans I'enquéte s’ils
n’y sont pas déja présents, c’est-a-dire qu’il ne font pas partie du tirage initial. Finalement, on
peut itérer cette opération s fois. Une telle procédure d’échantilonnage est appelée « procédure
d’échantillonnage boule de neige a s étapes et k£ noms. Cette derniére a avant tout pour but
d’augmenter la taille d’un échantillon et de faire ensuite des estimations sur le nombre de liens
bilatéraux ou de triangles au sein du réseau. Cette idée intéressante n’avait a I'origine pas pour
but de permettre une inférence sur la population considérée mais plutét de pouvoir faire une
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inférence sur les caractéristiques du réseau social, telles que les liens. Considérée comme
méthode d’échantillonnage a part entiére, la procédure d’échantillonnage boule de neige est
non-probabiliste puisqu’il est a priori impossible de quantifier les probabilités de sélection dans
I'échantillon. On voit donc que les deux approches, celle qui vise a constituer un échantillon
d’une population cible et celle qui visait a reconstruire un réseau, sont différentes. |l est donc
important d’étre attentif a 'usage de I'expression « échantillonnage boule de neige »(Gile et
Handcock, 2012), celui-ci pouvant parfois préter a confusion.

La méthode d’échantillonnage déterminée par les répondants, respondent-driven sampling en
anglais, qui sera abrégée RDS ci-aprés, appartient a la famille des méthodes boule de neige.
Lidée principale de I'échantillonnage boule de neige est d’augmenter la taille d’'un échantillon
en utilisant les réseaux sociaux des personnes recrutées. La technique RDS reprend cette
idée et 'adapte de maniere a étre applicable. Cependant, le but visé par la méthode RDS est
tout a fait différent puisqu’il s’agit d’estimer des proportions de sous-populations au sein de
la population échantillonnée. En particulier, la méthode RDS a été développée par des cher-
cheurs venus du domaine de la sociologie dans le but de faire des études sur des populations
dites difficiles a atteindre. La nature méme de ce type de population empéche toute proceé-
dure d’échantillonnage traditionnelle, qui nécessite des bases de données. Il est important de
pouvoir comprendre les personnes qui vivent en marge de la société. Il est donc essentiel
de pouvoir utiliser une méthode d’échantillonnage qui soit applicable, dont on peut tirer des
estimations non-biaisées et dont les erreurs sont quantifiables. La nature non-probabiliste de
ce type d’échantillonnage semble rendre impossible une quelconque inférence. Toutefois, en
faisant des hypothéses supplémentaires sur la population cible, de récents travaux semblent
indiquer qu’une inférence est peut-étre envisageable dans certains cas.

Le but de ce rapport est de faire une synthése des travaux accomplis dans ce domaine jusqu’ici.
De plus, on s’efforce d’avoir un regard critique sur les différents aspects que I'on aborde et
d’apporter, lorsque cela semble nécessaire et possible, certaines précisions.

1.2 Bref historique de la méthode RDS

La méthode d’échantillonnage RDS a été développée par Douglas D. Heckathorn, relativement
récemment (Heckathorn, 1997, 2002). Elle avait avant tout pour but d’étre appliquée dans le
domaine de la recherche sociologique sur les populations difficiles a atteindre, telles que les
personnes toxicomanes ou séropositives. Toutefois, les fondements mathématiques se sont
révélés quelque peu ténus, les hypothéses permettant de faire des estimations étant souvent
irréalistes. Lutilisation en constante augmentation de cette méthode, plus de 130 études en
2008 déja (Johnston et al., 2008), a poussé un certain nombre d’autres chercheurs, a s’y in-
téresser. Ces derniers ont permis un développement rapide de nouveaux estimateurs, moins
sensibles lorsque les hypothéses ne sont que partiellement satisfaites et plus fondés mathé-
matiquement.

Aujourd’hui, et bien que cette méthode n’ait pas toujours été utilisée avec toutes les précau-
tions nécessaires (Gile et Handcock, 2010; Heimer, 2005; McCreesh et al., 2012), ses récents
développements sont prometteurs. On pourrait envisager son utilisation dans le cadre de la sta-
tistique officielle, pour autant que la méthodologie y relative soit conforme au code de bonnes
pratiques.

1.3 Description de la méthode RDS

Concretement, la méthode se présente de la maniére suivante :

1. On choisit, théoriguement aléatoirement, un certain nombre de « germes » parmi la po-
pulation cible. lls constituent la vague 0. Ces individus sont ceux qui engendrent I'échan-
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tillon, d’ou leur nom.

2. On demande a ces germes de participer a I'enquéte et de distribuer un nombre limité de
coupons (de 1 a 3, selon les enquétes), identifiables, a des personnes de leur entourage
faisant partie de la population cible. Ainsi les recrues deviennent recruteurs. Les coupons
sont en fait des « permis de participer » a 'enquéte. De plus, ils permettent d’identifier le
recruteur qui donne le coupon.

3. On répeéte le processus jusqu’a ce que la taille de I'échantillon désirée soit atteinte.

Gréace aux coupons, on est a la fois capable d’identifier les individus mais aussi de reconstruire
partiellement le réseau social des personnes ayant participé a I'enquéte. On verra plus tard
qu’il s’agit d’'un aspect essentiel. On peut voir une illustration d’un échantillonnage RDS sur un
réseau sur la figure 1.

FIGURE 1 Exemple de réseau sur lequel a lieu un échantillonnage RDS. Dans cet exemple, on sup-
pose qu'il y a deux catégories, infectés et sains. Les individus en rouge appartiennent a la
catégorie «infectés » et les bleus a la catégories « sains ». Les points dont le contour est
plus foncé sont les germes et les points en pastel sont ceux qui ne sont pas sélectionnés.
Les arétes qui sont surlignées sont celles utilisées dans le processus de recrutement. De
plus, on peut voir le long des arétes le numéro de la vague.

En général, on cherche a estimer des proportions au sein de populations difficiles a atteindre,
et donc tous les estimateurs présentés dans ce qui suit tentent d’atteindre ce but. On peut citer
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comme exemple, des études visant a estimer la proportion de personnes séropositives au sein
de la population de personnes toxicomanes, dans une ville donnée.

En général, pour représenter un réseau social, on utilise les graphes. Sur ce graphe, on repré-
sente en général les individus par un sommet et les liens entre les individus sont représentés
par une aréte, appelée parfois lien par la suite, entre les sommets correspondants.

On remarque donc d’emblée que la méthode RDS est au carrefour de plusieurs domaines des
mathématiques. Entre la théorie des sondages, la théorie des chaines de Markov et la théorie
des réseaux. Pour plus d’'informations sur ces sujets, on peut se référer en ce qui concerne les
chaines de Markov, a (Karlin et Taylor, 1975) ou a (Durett, 2010). En ce qui concerne la théorie
des réseaux et en particuliers sur la simulation de réseaux, on peut se référer a (Newman,
2003) et a (Newman et al., 2001). Pour plus d’'informations sur la théorie des graphes, on peut
se référer a (Diestel, 2010).

2 Estimateurs

Dans un premier temps, plusieurs estimateurs ont été développés (Heckathorn, 1997, 2002;
Salganik et Heckathorn, 2004; Volz et Heckathorn, 2008). Lensemble de ces estimateurs sont
dits classiques car ils ont été largement utilisés (Johnston et al., 2008) dans des études, et le
sont encore a I’heure actuelle (McCreesh et al., 2012). D’autres estimateurs ont été développés
trés récemment, principalement sous I'impulsion de Krysta J. Gile et de Mark. S Handcock
(Gile, 2012; Gile et Handcock, 2011). Ces deux courants de recherches ont amené au sujet une
dynamique qui a conduit a de rapides progres dans ce domaine.La table 2 contient I'expression
ainsi que l'idée principale qui a mené a I'élaboration de ces estimateurs.

Les premiers estimateurs ont été développés par Douglas D. Hekathorn et ses collégues (He-
ckathorn, 1997, 2002; Salganik et Heckathorn, 2004; Volz et Heckathorn, 2008). On présente
ici ces quelques estimateurs, ainsi que les hypothéses mathématiques qui sont faites.

On cherche a échantillonner une population difficile d’acces, elle-méme partitionnée en plu-
sieurs sous-ensembles distincts, dont on veut estimer la proportion au sein de la population
cible. Tous les estimateurs visent a atteindre ce but. La plupart du temps, on ne considére que
deux sous-ensembles, infectés et bien-portants.

2.1 Notations

Avant de poursuivre, on va préciser quelques notations. De maniere formelle, on suppose que
'on a une population cible .S, de taille N, et une partition de 'ensemble S = {S1,..., Sk} ou
les cardinalités des ensembles Sy, ..., Sk sont données respectivement par Ny, ..., Ng. Sup-
posons que I'on obtienne un échantillon s de taille n de la population S. Parmi les n individus
appartenant a notre échantillon, n, appartiennent S1, ny a S, et ainsi de suite. On pose encore
n;; le nombre d'individus appartenant a S; ayant recruté un individu appartenant a S;. Finale-
ment, on pose s; = S1Ns, so = Sy N s et ainsi de suite. En général, les lettres en minuscules
font référence a I'échantillon alors que les lettres en majuscules font référence a I'ensemble
de la population cible. On remarque que, pour des questions de notations usuelles, n désigne
aussi le nombre de pas effectués par la chaine de Markov.
On note en général 7; la quantité % que I'on veut estimer au sein de la population cible. On
utilise aussi la notation I'x (i) pour désigner la fonction indicatrice d’'un ensemble X quelconque.
Plus précisément, on a :

IX(z’):{ L siieX,
0 sii¢ X.

La plupart des notations sont résumées dans la table 1.
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Notation Signification

S ensemble désignant la population cible

s échantillon de la population cible

N nombre d’individus de la population cible

n nombre d’individus de I'échantillon

M nombre de sous-ensembles disjoints de S
S1,...,Su || sous-ensembles disjoints de S

s1,...,8Mm || sous-ensembles correspondants dans I'échantillon

m,..., T || proportions des sous-ensembles au sein de la population cible S
matrice des probabilités de transition

..,pn || probabilités d’'un individu d’appartenir a I'’échantillon

fonction indicatrice de I'ensemble X appliquée a l'individu i

nombre de degrés, i.e de connexions au sein du réseau, d’un individu ¢
degré moyen de la population cible

degré moyen de I'échantillon

RIS ST
="
N—

R; somme des degrés d’'un sous-ensemble i

T;; nombre de liens entre les sous-ensembles i et j
T estimation de la variable z

T valeur moyenne de la variable x

TABLE 1 Table récapitulative des notations.

2.2 Lestimateur naif

Dans son article, Heckathorn (Heckathorn, 2002), introduit la notion de processus de Markov.
[l résume cette notion en considérant qu’il s’agit d’'un processus qui a deux principales caracté-
ristiques. La premiére, c’est qu’il a un nombre fini d’états, et la deuxiéme est que la probabilité
d’étre recruté ne dépend que de la nature du recruteur, et non de la nature des deux (ou plus)
recruteurs précédents (pour une définition plus mathématique, voir annexe A). Ces deux hy-
pothéses semblent vérifiées dans de nombreux cas. On considére que le recrutement est le
processus qui fait passer d’'un état a un autre, ou I'état représente le sous-ensemble auquel
appartiennent les individus de I’échantillon (voir annexe A).

[l modélise donc le processus de recrutement de la maniére suivante : il suppose qu’il s’agit
d’'une chaine de Markov, dont les états sont les sous-ensembles de la population cible. Il inven-
torie, pour chaque élément de I'’échantillon a quel sous-ensemble il appartient et a quel sous-
ensemble son recruteur appartient. Ainsi, on peut estimer les probabilités de transition d’un état
a un autre. Pour illustrer la situation, prenons I'exemple d’'une étude qui aurait pour but d’étu-
dier la distribution raciale des personnes toxicomanes (Heckathorn, 1997). Supposons que I'on
ait une partition des personnes toxicomanes entre afro-américains, hispaniques, asiatiques,
blancs, et autres. Ainsi, d’apres notre échantillonnage, on peut estimer les probabilités de tran-
sition, c’est-a-dire que la probabilité qu’un afro-américain recrute un autre afro-américain, qu’un
afro-américain recrute un blanc, qu’'un hispanique recrute un afro-américain etc... Il existe un
théoréme qui stipule, sous certaines hypothéses, qu’au bout d’'un certain temps, la chaine
commence a avoir un comportement stationnaire, c’est-a-dire que la probabilité d’étre dans
un état donné ne dépend plus de I'état initial (voir théoréme 6, en annexe A). Il s’agit d’'une
sorte d’équilibre. C’est sur ce théoréme que la démarche d’estimation d’Heckathorn (Hecka-
thorn, 1997, 2002) se base. Son hypothése est que la distribution stationnaire de la chaine de
Markov représente les différentes proportions des sous-ensembles dans la population totale.
Dans un premier temps, on estime les probabilités de transition. Par exemple, on estime 13Z-j =
“i On peut donc construire la matrice des probabilités de transition P. Finalement, on résout

n; "
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le probleme au valeurs propres :
Pla =% (1)

pour obtenir & et donc 7;, qui sera un estimateur de % On a donc finalement :
Hn = T,

ou u,, désigne simplement I'estimateur naif, présenté dans (Heckathorn, 1997).

Dans le cas ou les données sont ajustées, cela force la matrice P a étre symétrique (voir section
2.3). De plus, si 'on suppose gu’il n’y a pas d’homophilie et que les tailles des sous-ensembles
sont égales, alors on obtient finalement que I'estimateur naif coincide avec la proportion au
sein de I’échantillon, c’est-a-dire :

1
W = —T0.
n
oun® = (nq,...,n,). Autrement dit, on a simplement
L
= —.
n

Cet estimateur est dit naif en raison de sa simplicité. Dans ce cadre, et dans ce qui suit, 'homo-
philie est la propension que I'ont les individus a avoir des liens sociaux avec des individus en
certains points semblables a eux. Cette définition concerne la traduction du terme anglophone
« homophily » et ne désigne pas la tendance a soutenir la cause homosexuelle. Lhomophi-
lie peut aussi désigner la propension, lors du recrutement, a plutét choisir une recrue parmi
certaine catégorie. On reviendra plus tard sur ces concepts et ils seront explicités.

Les problemes de cet estimateur sont multiples et ils proviennent des hypotheses fortes qu’il
requiert. Ainsi, on peut conclure que, bien qu’il soit intéressant, cet estimateur ne semble pas
pouvoir satisfaire aux exigences de fiabilité nécessaires.

Des biais peuvent apparaitre, dus a la non stationnarité des probabilités de transition, a la sé-
lection des germes, au modéle de réciprocité des relations ou simplement dans I'estimation des
probabilités de transition. Finalement, le plus gros probléme réside dans le fait que ce modéle
est biaisé si les homophilies ne sont pas égales entre les différents sous-ensembles (Hecka-
thorn, 1997, 2002), ce qui est est totalement utopique (pour une définition de ’homophilie, voir
annexe A) et est aussi biaisé si les tailles des sous-ensembles ne sont pas égales.

Pour conclure, on peut dire qu’il a le mérite d’étre fondateur. Toutefois, il est soumis a de fortes
hypothéses, qui ne sont que trés rarement vérifiées dans des cas concrets d’études. Lorsqu'il
est apparu, il semblait séduisant car il prétendait offrir un cadre méthodologique sérieux en vue
d’étudier des populations difficiles a atteindre. Mais ce n’est pas suffisant pour le considérer
comme valide. En effet, dans 'article (Heckathorn, 1997), les estimations des erreurs sont faites
via une méthode bootstrap non-précisée ou il n’ y a ni nombre de simulations, ni explication
de la procédure de génération d’un réseau social ni parametres de la simulation. De plus,
aucune simulation en violant les hypothéses n’est faite non plus. Or, puisque ces derniéres sont
impossible a vérifier, cela aurait mérité que I'on y porte intérét. De fait, de récentes études ont
montré la grande sensibilité de cet estimateur a des violation des hypothéses (Gile et Tomas,
2011).

2.3 Considérations mathématiques sur I’estimateur naif

Les hypothéses sous lesquelles une distribution stationnaire existe sont complexes (voir (Kar-
lin et Taylor, 1975)) et nécessitent une attention particuliére. Si elle existe, une distribution
stationnaire est unique. De plus, la solution du probléme (1) est bien le vecteur de probabilités
stationnaires désiré. Pour plus de précisions, voir annexe A. Dans la pratique, il est courant
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qu’une chaine de Markov soit stationnaire. On se permet de citer le théoréme dont s’inspire
Heckathorn en annexe A. Les hypothéses nécessaires au théoréme sont en général satisfaites
mais il est important de les vérifier systématiquement.

Pour pouvoir tenir compte de 'homophilie, il suppose le modeéle suivant (Fararo et Skvoretz,
1984) : supposons qu’un individu recruté, appartenant au groupe Sj devienne recruteur au
cours de I'enquéte. Il doit alors choisir ses recrues. On suppose que le processus suivant
gouverne son choix : soit il fait un choix uniformément aléatoire dans le groupe S, (c’est-a-dire
que chaque individu du groupe S peut-étre recruté avec probabilité Nik), avec probabilité Hj,
(c’est donc le fait de faire son choix au sein de son propre groupe qui a pour probabilité Hy,
et non directement le choix de sa recrue), soit il fait un choix aléatoire au sein de la totalité
de la population S (donc y compris dans son propre groupe), et ce, avec probabilité 1 — Hy.
Supposons que = € S représente le recruteur, y € S; un individu quelconque de son propre
groupe, et z € S;, | # k un individu quelconque n’appartenant pas a son groupe. Alors, on a,
selon ce modele :

N,
Pkk:P(y€8k|£C€Sk) = Hk—i-(l—Hk)Wk,

NN (2)
Py=Plzes|res,) = (1—H) P vitql# k.

Heckathorn démontre donc finalement que si ’lhomophilie, désignée ici par H, est égale parmi
tous les groupes, alors son estimation est non-biaisée par 'homophilie (Heckathorn, 1997,
2002).
Parmi les hypothéses, on suppose que les liens sont bilatéraux, c’est-a-dire que si un individu x
recrute un autre individu y, inversement y aurait pu recruter = (Heckathorn, 1997, 2002). Mathé-
matiquement, cette hypotheése suppose donc que le graphe du réseau social n’est pas dirigé.
Afin d’inclure une estimation de 'homophilie, il utilise le modele présenté ci-dessus (Fararo et
Skvoretz, 1984).
Soit T;; le nombre de liens qui lient le groupe S; au groupe S;. Puisque 'on a fait I'hypothése
de réciprocité, on a bien :
Ty = Tji.

De plus, si 'on pose que m; = % et que P;; est donné comme dans (2), alors on peut poser :

Tz’j = WZN,PZ]

On obtient alors trivialement un systéme d’équations linéaires :

Zﬁﬂri =1

FijPjZ':ﬂ'Z‘NiPij Vi<j, ji=2,....,M.

(3)

ce systéme est donc évidemment surdéterminé, pour M > 2. Heckathorn (Heckathorn, 2002)
propose d'utiliser I'estimateur des moindres carrés. Toutefois, cette derniére méthode, bien que
puissante, ne garantit pas que la somme des probabilités demeure égale a 1. Donc, je suppose
(il n’est pas fait mention de la procédure exacte) qu’il divise les proportions estimées 71, ..., Tas
par la valeur & = Zf‘il 7;, de maniére a normaliser les proportions. Toutefois, cette maniere est
peu rigoureuse car elle ne garantit, a priori, pas que le résultat demeure optimal (c’est-a-dire
que la solution ainsi trouvée soit celle qui minimise effectivement la somme des carrés). En lieu
et place, il faudrait résoudre le probléme suivant :

M
_ I}LIIiIlA B Z(ﬁ]Njf)ﬂ — TAFINZPZJ)2 (4)
w3 imy Fi=1 j=2

1<j
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Le systeme ci-dessus signifie que I'on souhaite minimiser la distance (au sens euclidien du
terme) entre ces valeurs, sous la contrainte que la somme des probabilités soit égale a 1.
Il s’agit donc d’un probléeme d’optimisation sous contraintes d’égalité. Le probleme (4) peut
se résoudre a l'aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange. De plus, il est possible
d’utiliser une notion de distance différente, selon I'usage désiré. Ici, on utilise implicitement la
distance euclidienne, mais on pourrait utiliser n'importe quelle norme 2. Toujours dans (Hecka-
thorn, 2002), une autre méthode est utilisée pour résoudre le systeme (1). Il s’agit de lissage
de données. En fait, idéalement, les différents sous-ensembles devraient recruter de maniére
également efficaces, c’est-a-dire qu'il devrait y avoir autant de recrues que de recrutés dans
un sous-ensemble donné. Cela reflete I'nypothése de la réciprocité des liens. Donc, au lieu
de compter exactement les recrues, on utilise une version modifiée du dénombrement de per-
sonnes ayant participé a 'enquéte, appelé « comptage démographiquement ajusté » . On pose
n;}. = Azjmn Ainsi, on ajuste le nombre de recrues en fonction, non pas de la proportion effec-
tive au sein de I'échantillon mais en fonctiorl de*la proportion estimée au sein de la population
totale. Deuxiemement, on pose que n;; = ”Jg’% = nj; et on utilise ces valeurs pour résoudre
le systéme surdéterminé ci-dessus.

Cette démarche peut paraitre quelque peu artificielle, notamment dans la mesure ou I'on sup-
pose qu’utiliser la solution du systéme (3) en lieu et place de la proportion dans I'échantillon
réduira le bais, alors que rien ne dit qu’il ne 'augmentera pas, méme si cela peut paraitre éton-
nant. De plus, le fait d’utiliser la moyenne arithmétique est quelque peu arbitraire et purement
artificiel, car on veut symétriser les données. On aurait pu utiliser une moyenne géométrique
ou harmonique. Il semble donc que la solution qui utilise le lagrangien est, a priori, un peu plus
convaincante. Toutefois, ce n’est pas la solution qui est privilégiée dans (Heckathorn, 2002).
Lestimateur d’Heckathorn a la propriété d’étre asymptotiguement non-biaisé. Toutefois, cette
affirmation est a considérer avec précaution. Le terme « asymptotiquement » signifie ici qu'il
faudrait pousser le processus (nombre d’individus échantillonnés) tres loin et que la population
cible devrait étre infinie. Pour beaucoup, cela était un gage de validité. Toutefois, la présente
situation (population finie, nombre de vagues restreint) est loin d’étre asymptotique. On peut
ajouter que, par construction, il s’agit d’'un estimateur consistant, au sens de Cochran (Cochran,
1977).

2.4 Lestimateur de Salganik-Heckathorn

Lestimateur de Salganik-Heckathorn est présenté dans un article paru en 2004 (Salganik et
Heckathorn, 2004). Actuellement, on y fait référence en parlant de I'estimateur RDS I. Lidée
clé de ce nouvel estimateur est non pas d'utiliser I'échantillon pour en déduire directement une
estimation sur la population totale mais plutdt de I'utiliser pour faire une estimation du réseau
social puis d’en déduire une estimation sur la population totale aprés coup. Cela permet en
effet d’utiliser pleinement la méthode RDS car elle donne une information sur la structure du
réseau social en plus de simplement recruter des individus de la population cible.

On fait les hypothéses suivantes : premiérement, on suppose que le réseau social forme une
unique composante connexe. Deuxiémement, on suppose que le processus d’échantillonnage
est avec remise, c’est-a-dire que si un individu est sélectionné dans I'enquéte, il peut a nou-
veau I'étre, ce qui n’est évidemment pas le cas. La raison d’étre de cette hypothése est qu’avec
remise, les probabilités de sélection d’'un individu dans I'échantillon demeurent constantes au
cours du temps, ce qui n'est pas le cas en pratique. Dans ce cas, le modele présenté pré-
cédemment, qui suppose des probabilités de transition constantes au cours du temps, n’est

2. Une norme est forcément convexe. Si de plus, elle est strictement convexe, alors on peut montrer que la
solution du systéme lagrangien est 'unique solution du probleme (4). La plupart des normes usuelles sont, de fait,
strictement convexes. A noter qu’en utilisant la norme euclidienne, le systéeme a résoudre devient linéaire.
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pas valable. En toute rigueur, elles devraient se modifier au cours du temps. On reviendra plus
tard sur cette hypothése ainsi que sur ses conséquences. On suppose encore que chaque
participant regoit et distribue un unique coupon, ce qui signifie que le processus d’échantillon-
nage forme une chaine sur le réseau social que constitue la population cible. On fait encore
I'hypothése que le recruteur choisit de maniére uniformément aléatoire les recrues parmi ses
amis. Finalement, on suppose que tous les participants sont en mesure de donner une estima-
tion précise de leur degré, c’est-a-dire qu’ils sont capables de dire avec précision combien de
personnes ils connaissent au sein de la population cible.

On présente I'estimateur développé dans (Salganik et Heckathorn, 2004) en reprenant la méme
notation que dans la section précédente (pour plus de détails, voir section 2.1). On définit
d’abord R; comme la somme des degrés d’'un groupe S; donné, c’est-a-dire :

Ry => d;.

JES;
On considére les probabilités de liens inter-groupes C;;, définies comme :

T,,
CZ" = la
J RZ
ou T;; est simplement le nombre de liens entre un individu de S; et individu de S;. Ainsi, C;;
est simplement la proportion de liens de S; vers S;. Finalement, on définit le degré moyen d’'un
groupe comme :

Dans ce qui suit, on se limite au cas ou I'on ne considére que deux groupes distincts, 57 et Ss.
On reviendra plus tard au cas ou 'on considere plus de deux groupes. Puisque I'on a T;; = T};
et que 'on peut écrire T;; = N;d;C;;, on a le systéme suivant :

{WIHQ o 0 (5)
7T1d1012—7‘('2d2021 = 0.

En fait, on retrouve le probléme vu dans la section précédente (voir équation (4)). Tout l'intérét
réside dans la méthode utilisée pour estimer les différents termes de I'équation nécessaires a
I'estimation de = et ms.

En ce qui concerne I'estimation de C;;, on utilise simplement I'estimation naive, a savoir :

Tij

J T <M )
k=1 Tik

v

ou r;; désigne le nombre de recrutements par un individu de .S; d’'un individu S; dans I'échan-
tillon. Il s’agit de I'équivalent de la quantité R;; au sein de I'échantillon.

Quant a 'estimation du degré moyen par groupe, deux méthodes, menant au méme estima-
teur sont proposées (Salganik et Heckathorn, 2004). Avant tout, rappelons que parmi les hypo-
théses que I'on a faites, on suppose que chaque recrue est a méme de donner une estimation
précise de son degré, c’est-a-dire du nombre de personnes appartenant a la population cible
dans son entourage. Estimer le degré moyen d’'un groupe en utilisant la moyenne empirique
des degrés semble étre une mauvaise idée. En effet, la méthode RDS a tendance a suréchan-
tillonner des individus qui sont tres sociaux, donc cet estimateur a tendance a surestimer le
degré moyen et n’est donc pas adéquat. On doit développer un autre estimateur. Ce dernier
peut-étre construit de deux maniére, la premiére en utilisant la distribution empirique du nombre
de degrés, la seconde en utilisant un estimateur de type Hansen-Hurvitz. On ne présente pas
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ici le détail des calculs menant a ces estimateurs et on se contente de donner le résultat. On
estime donc d; par :

i = 2”1 (6)

j=14d;

qui est la moyenne harmonique des degrés au sein du sous-ensemble considéré. Finalement,
on peut résoudre facilement le systéme (5), en remplacant les différentes valeurs inconnues
par leurs estimations. Cet estimateur présente un certain nombre de problémes. Outre le fait
que les hypothéses sont difficiles a vérifier, elles sont rarement satisfaites dans la pratique. De
plus, dans le cas ou I'on considére plus de deux sous-ensembles, le systéme (5) devient :

> %1 ur =1 . L
= - , d,jg=1,...,M, i#j.
{ ﬂidiCZ‘j — Wjdejz‘ =0 J J

auly

qui est un systéme surdéterminé, si M > 2, c'est-a-dire s'il y a plus de deux sous-ensembles.
On présente ici le cas ou il y a deux sous-ensembles, et on peut se référer a la section 2.5 pour
lecasou M >2.Si M =2,0onaalors :

32621 _ 621
81612 + 82621

HsH = ﬁ_l = )

‘Q.\)

! 612 + 5’21
2

.y

ou usy désigne I'estimateur de Salganik-Heckathorn.

Les hypothéses sont, 1a aussi, trés fortes. Il semble irréaliste qu’elles soient satisfaites. Une
note en bas de page précise que le fait de considérer le tirage avec remise n’a qu’une in-
fluence négligeable (Salganik et Heckathorn, 2004). Toutefois, d’autres études postérieures
sont venues contredire cette affirmation (Gile et Handcock, 2010). Deuxiemement, jamais une
étude n’a été faite en ne distribuant qu’un seul coupon par personne, cela rendrait 'enquéte
trop lente. A nouveau, cette hypothése n’est pas vérifiée. Finalement, il n’existe pas d’estima-
teur analytique de la variance et les estimations en utilisant une méthode bootstrap sont les
seules possibles.

2.5 Lestimateur de Salganik-Heckathorn, c6té maths

Tout d’abord, on introduit quelques notations :

) 1 sile nceud j est sélectionné a la vague k,
NI = { J 9

0 sinon,

et
1 sil'aréte reliant j et [ est sélectionnée a la vague &,

Elejst)r=r = { 0 sinon

ou 'on dit par convention qu’une aréte e;_,; est sélectionnée pendant la vague k si I'extrémité
de l'aréte, le nceud I, appartient a la vague k. On remarque que I'on considére séparément
les deux caractéristiques du réseau, nceuds et arétes. Supposons de plus que I'on sélectionne
les germes avec une probabilité proportionnelle au degré des individus de la population cible,
c’est-a-dire que I'on ait :

P(NI(j)w=0=1)=ad;, Vje S pouracR.
Tout d'abord, remarquons que, puisque I'ona 3 ;.o P(NI(jluw=0 = 1) = a} ,csdj = 1,0na
alorsa =1/3,.¢d;. Donc,

d4
P(NI(j)p=o)) = —=—2— j i
(NIGum0)) = == Vi €S
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On rappelle que I'on suppose que la recrue choisit de maniére uniformément aléatoire parmi
les connaissances qu’il a au sein de la population cible. On peut donc écrire, grace a la formule
de Bayes :

P(EI(ejsi)r=1=1) = P(NI(j)w=0=1)P (EI(ej-)
i 1 1

Diesdidi  Yiegdi

Cela montre qu’en sélectionnant les germes avec une probabilité proportionnelle a leur de-

gré, la sélection des arétes est, elle, uniformément aléatoire . Finalement, on peut calculer la

probabilité qu’un individu soit sélectionné lors de la premiére vague (sachant que les germes
constituent la vague 0) :

= 1‘Nl<j)w:0 = 1)

r=1

stdi =P(NI(j)w=0=1).

Ainsi, on voit que la probabilité de sélection demeure stable au cours du processus. Plus lar-
gement, on peut facilement démontrer I'assertion suivante :

P(NI(j)w=1 =1) = d; P (El(e15;),_, = 1) =

Proposition 1

Supposons un processus d’échantillonnage RDS satisfaisant les hypothéses décrites dans la
section 2.4. En particulier, on suppose que la probabilité de sélection d’'un germe est propor-
tionnelle a son degré et que le processus de sélection est avec remise. Alors, la probabilité
de sélection ne change pas au cours du processus et est aussi proportionnelle au degré de
Pindividu.

Démonstration. On procéde par récurrence sur k, le nombre de vague. On a déja montré la
pas de récurrence. En supposant que le résultat est vrai pour £ € N, on montre de la méme
maniére que le résultat demeure vrai pour k + 1. O

Ainsi la probabilité qu’un individu soit choisi demeure stable au cours du temps. On remarque
aussi que I'on a pas exclu du choix I'aréte d’ou I'on provient. Ceci illustre le fait que I'on consi-
dére un tirage avec remise.
En ce qui concerne I'estimateur du nombre de degrés, (voir équation (6)), on reconnait ici la
moyenne harmonique des degrés. Il n’est fait aucune mention de la pertinence de I'utilisation
d’'un tel estimateur. En régle générale, la moyenne harmonique s’utilise dans des contextes
relativement particuliers et il serait intéressant de s’attarder sur la nature de I'utilisation de cette
moyenne. Finalement, dans le cas ou I'on a plus de deux sous-ensembles, on doit résoudre le
systéme :
M =1 i M. it

{ ﬂiEiC’ij—ﬂjEjCji =0 ’ b= S ’ Z7éj7
qui est surdéterminé, puisque M > 2. De maniere similaire a la méthode présentée dans la
section (2.2), on peut alors étudier la solution du probléme suivant :

M

min E g (ﬁﬂzCZ] - frﬂjCji) 5 (7)
T Ail =1 P
’ =2
1<)

3. Ici, on considére la probabilité P(EI(e;—:1)r=1 = 1). Il ne s’agit pas exactement de la probabilité que I'aréte
ej— fasse partie du réseau échantillonné car il faudrait aussi compter la probabilité que I'aréte e;_,; soit échan-
tillonnée, ce qui ferait simplement doubler la probabilité.
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ou g(.) est une norme sur R. On peut résoudre ce probléeme en utilisant la méthodes des multi-
plicateurs de Lagrange. Comme vu précédemment, ce probléme admet une unique solution si
la fonction g(.) est strictement convexe.

Cet estimateur est, comme son prédécesseur, asymptotiquement non biaisé, sous les hypo-
théses tres forte précisées précédemment. Il ne s’agit cependant pas d’une garantie de pré-
cision suffisante puisque les conditions asymptotiques ne sont jamais remplies. On a aussi
montré que I'estimateur de Salganik-Heckathorn pouvait ne pas étre consistant (voir chapitre
3).

2.6 Lestimateur d’Heckathorn

Lestimateur d’Heckathorn est une version légerement modifiée de I'estimateur de Salganik-
Heckathorn développée dans (Heckathorn, 2007). Actuellement, on y fait référence en parlant
de l'estimateur RDS DS. Bien qu’en apparence trés semblable, la différence se situe dans
'estimation du degré moyen par sous-ensemble. Le but est de pouvoir réduire le biais induit
par I'activité différenciée (le fait que certains sous-ensembles ont plus de liens relativement
a d’autres sous-ensembles) et le recrutement différencié (qui est la propension d’'un groupe
a recruter dans un groupe donné). Dans ce qui suit, on ne va présenter cet estimateur que
brievement. Toutefois, la modélisation est fondamentalement différente et I'estimateur d’He-
ckathorn est trés utilisé, notamment en raison du fait qu’il est désormais implémenté dans le
logiciel d’analyse RDS développé par Heckathorn et ses collegues (Volz et al., 2007). Puisque
I'estimateur d’Heckathorn est le méme que I'estimateur de Salganik-Heckathorn & la différence
pres qu’il estime d’'une maniere différente le degré moyen par groupe, on ne présente que l'es-
timateur du degré moyen par sous-ensemble. On le note ad;, pour un sous-ensemble i donné
(ad pour adjusted degree). On pose :

_ >_jes; RCD;
adi = —1
> jes 4;RCD;

ou RCD; est la composante du dégreé liée au recrutement, recruitment component of degree,
de lindividu j. On définit alors RCD; comme :

&

)

RCD] = , VjE sy,

33

ol E; est la distribution stationnaire de la chaine de Markov oui 'on considére que les états sont
les différents sous-ensembles et que les probabilités de transition sont ajustees en utilisant le
lissage de données (voir section 2.3). Finalement E est la solution du probléme aux valeurs
propres :
E = EP*,

oll P* est la matrice des probabilités de transition ajustée (pour le détail, voir (Heckathorn,
2007, p.171-175) et 2.3) et E; est la i*M® composante du vecteur E. Pour plus de simplicité,
on considere uniqguement le cas ou il y a deux sous-ensembles, indexés par 1 et 2. Alors,
I'estimateur d’Heckathorn est donné par :

m2621
@16'12 + @25’21 .
A linstar des autres estimateurs couramment utilisés, celui-ci est tout autant problématique. En
effet, il requiert des hypothéses tres fortes et rencontre les mémes difficultés théoriques que

I'estimateur de Volz-Heckathorn. Ces obstacles théoriques sont largement commentés dans la
section qui suit.

py = 71 =
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2.7 Lestimateur de Volz-Heckathorn

Lestimateur de Volz-Heckathorn est présenté dans (Volz et Heckathorn, 2008). Actuellement,
on y fait référence en parlant de I'estimateur RDS II. Cet estimateur a pour but de montrer que
I'on peux estimer les probabilités de sélection des individus échantillonnés grace a une mé-
thode RDS. Ainsi, 'avancée qui est proposée est trés importante. On essaie de montrer que
I'on peut considérer I'échantillon engendré par un processus RDS comme un échantillon pro-
babiliste. Ce changement de perspective est radical. Aussi, on préte une attention particuliére
aux arguments avances.

On fait les hypotheses suivantes :

Echantillonnage avec remise On considére que I'échantillonnage est avec remise, c’est-a-dire
gu’un individu déja échantillonné peut I'étre a nouveau. Sans cette hypothése, on est obligé
de considérer que les probabilités d’'inclusion changent au cours du temps, ce qui rend I'es-
timation difficile. Dans les faits, cette hypothése n’est jamais vérifiée puisque 'on empéche
les participants de participer plus d’'une fois a I'enquéte. Comme il y a, en général, une com-
pensation financiere pour participer a I'enquéte, certains individus sont tentés d’en faire une
ressource financiere.

Un seul coupon par recrue On considére que le processus d’échantillonnage est une chaine,
c’est-a-dire que chaque recrue ne donne qu’un seul coupon. Cette hypothése n’est pas
respectée en général car en donnant plusieurs coupons, on diminue exponentiellement le
nombre de vagues nécessaires a atteindre une taille donnée. Par exemple, pour un échan-
tillon de 500 individus, il faut 500 vagues avec un coupon par recrue, 9 vagues pour 2 cou-
pons, 6 avec 3 coupons. Il est donc trés utile de multiplier le nombre de coupons et cela se
fait toujours en pratique.

Petite fraction de I'échantillon On suppose qu’une faible fraction de la population totale est in-
clue dans I'échantillon, de maniéere a ce que I'hypothése de remise n’ait qu’un faible impact.
Cette hypothése découle directement de I'hypothése d’un échantillonnage avec remise et la
remplace, puisque qu’elle n'est jamais satisfaite.

Estimation précise du nombre de degré On suppose que chaque personne participant a I'en-
quéte est capable de donner une estimation précise de son degré, c’est-a-dire du nombre de
personne parmi ses connaissances appartenant a la population cible. Cette hypothése est
utile car elle permet d’avoir une meilleure connaissance du réseau. Dans le cas présent, on
constate qu’elle est méme essentielle au calcul de I'estimateur.

Choix aléatoire de la recrue On suppose que parmi toutes ses connaissances, la recrue choi-
sit de maniere uniformément aléatoire a qui elle va donner son coupon. Cette hypothése
n’est certes pas respectée, certains individus ayant plus de chance d’appartenir, in fine, a
I'échantillon, en particulier ceux qui ont beaucoup de connaissances au sein de la popula-
tion cible. Toutefois, certain auteurs, (Heckathorn, 2002), soutiennent que cette hypothése
est souvent satisfaite. Lorsque le recrutement n’est pas uniformément aléatoire, on parle de
recrutement différencié. Une étude plus poussée a ce sujet montre que certains estimateurs
sont sensibles a ce type de biais (Gile et Tomas, 2011). Ainsi, on peut d’emblée dire qu’il ne
s’agit pas d’'une hypothése anodine.

Réciprocité Afin de simplifier la représentation du graphe du réseau social, on suppose que les
liens sont bilatéraux et de méme poids. Cette hypothése est en fait double. Premierement,
on suppose que le graphe qui représente le réseau social n’est pas pondéré (unweighted
graph, en anglais), c’est-a-dire que toutes les arétes ont le méme poids. A contrario, on
pourrait imaginer qu’un réseau social soit plutét pondéré. De plus, on suppose que les liens
sont réciproques, ce qui signifie que les liens sociaux qui unissent un recruteur et sa recrue
sont réciproques et que la recrue aurait pu recruter son recruteur.

Hypothéses sur la chaine de Markov Pour pouvoir modéliser le processus de recrutement comme
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une chaine de Markov, et ensuite pouvoir conclure qu’il existe une distribution stationnaire,
on suppose que le réseau social posséde certaines propriétés. La premiére est le fait que le
réseau est irréductible, c’est-a-dire que pour tout individu appartenant a la population cible, il
existe une probabilité non nulle qu’il appartienne a I'échantillon, quelque soient les germes.
Deuxiemement, on suppose que la chaine est apériodique et positive et récurrente. Ces no-
tions sont liées aux chaines de Markov et ce n’est pas la vocation de ce travail que de traiter
ce sujet en détail. On peut se référer a (Karlin et Taylor, 1975). Ces hypothéses permettent
d’assurer qu’au bout d’'un certain nombre de vagues, I'échantillon sera indépendant du choix
des germes.

La différence principale entre cet estimateur et les estimateurs précédents est que I'on consi-

dere une chaine de Markov dont I'espace des états n’est pas constitué simplement des diffé-

rents sous-ensembles de la population cible mais de tous les individus.

Si 'on pose cij comme le degré approximatif de I'individu j de I'échantillon, I'estimateur de =,

la vraie proportion d’'individus appartenant au sous-ensemble i de la population S est donné

par :

Zjesi %

Zk:ES i ’

ou uyy désigne I'estimateur de Volz-Heckathorn. Cet estimateur est asymptotiquement non

biaisé, sous les hypothéses faites ci-dessus.

Mvn = T =

2.8 Lestimateur de Volz-Heckathorn, coté maths

Sous I'hypothése que les germes sont choisis avec une probabilité proportionnelle a leur degré,
on peut démontrer que la probabilité d’appartenir a I'échantillon est alors aussi proportionnelle
au degré (voir 2.5 et (Salganik et Heckathorn, 2004)). Ainsi, on peut supposer que la matrice
P des probabilités de transition est donnée par :

1 . -

— Sl et 5 sont voisins,
(Pij=4 & 7

0 sinon.

Finalement, on obtient la distribution stationnaire :

_ &
Zjes dj,

ou x; représente la distribution stationnaire la chaine de Markov dont P est la matrice des
probabilités de transition. La forme de cette distribution stationnaire est donc soumise a I’hypo-
thése que I'on a faite sur les probabilités de transition.

Si I'on utilise la condition de stationnarité ci-dessus, et en supposant que la probabilité de
sélection p; dans I'’échantillon d’'un individu ¢ est proportionnelle au degre, on a :

Ty =

"~ Ndg'

Di

ol dg et N désignent respectivement le degré moyen de la population et la taille de la popula-
tion cible. On peut alors estimer cette quantité par :

d;
Di = —=,
Ndg
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bien que N soit en général inconnu. Par ailleurs, de la méme maniere que dans (Salganik et
Heckathorn, 2004), on estime dg en utilisant 'estimateur de la moyenne harmonique :

= n

ds = ——.
ZjES d;

Supposons que I'on s’intéresse au total sur I'échantillon d’'une variable y. En utilisant I'estima-
teur de Hansen-Hurwitz *(Hansen et Hurwitz, 1943) pour déterminer la taille, on trouve alors
comme estimation du total sur la population de la variable y :

_ Zy]_* dSNy]_dSNZyJ
]Gs n JjEs JjEs

(8)

Puisque I'on s’intéresse a la moyenne de la valeur de la variable y, on a alors :

~ 14 Eszyj
YTNTYVT Ly,
JES

En remplagant ds par sa valeur estimée en (8), on obtient finalement :

Ui
j . ZjES i
- 1
ZjGSCT]-

Si I'on souhaite estimer la proportion du sous-ensemble k& dans la population cible, il suffit de
poser que y; est la variable qui indique I'appartenance de lindividu ¢ au sous-ensemble k.
Lestimateur de Volz-Heckathorn s’écrit alors :

Yiese &
N JESK dj
My = Tk == 1

ZjEs d;

Cet estimateur peut étre vu comme un estimateur de Hansen-Hurwitz généralisé de la quantité
(Gile et Tomas, 2011) :
Zjesk t%

2ies @

Cet estimateur est asymptotiguement non-biaisé si les probabilités de sélections sont propor-
tionnelles au degré.

Puisque I'on dispose d’estimations des probabilités de sélection, il est alors imaginable d’avoir
une estimation de la variance de I'estimateur, afin de quantifier l'incertitude liée a .. Le plus
évident est d’utiliser I'estimateur de la variance de I'estimateur de Hansen-Hurwitz. Toutefois,
celui-ci est dérivé en faisant I'hypothése que chaque individu de I'échantillon est sélectionné de
maniére indépendante, ce qui est loin d’étre le cas d’un processus RDS. On ne présente que
le résultat, pour I'estimateur de m, la proportion d’individus appartenant au sous-ensemble %
de la population cible :

3
~.
|
—_

(i) = Vit (1)t 2 P’ (9)
) = — —-n —
k 1 n ny 4 kk )

4. On fait implicitement I'hypothése d’un échantillonnage avec remise.
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ou

i ‘/}(ZZ) 1 A N2
= = ZZ - 9
Vi . n(n—1) Z( )
JES
et X
d
Z; = d—flk(z),

ou I (7) est la fonction indicatrice du sous-ensemble k.
A I'aide de quelques manipulations algébriques, on peut écrire :

s S (n—1) n—1 el .

=2 j=1 =1 m=1 m=1

Or,ona:
N 1 — gVl 1

N
" (N1 - .
nz::lnﬂs ( )1—x+(1—x)2 1—x

Il encore possible de simplifier 'équation (9) en utilisant cette derniere expression. Toutefois,
lors des simulations, il est apparu que cet estimateur de variance est en général trop petit.
Il est méme régulierement négatif, ce qui est tout de méme problématique. Dans les faits, le
processus d’échantillonnage est donc modélisé comme une marche aléatoire, a I'équilibre,
c’est-a-dire dont la distribution est stationnaire. On suppose aussi que le processus est sans
branchements, c’est-a-dire qu’il ne passe que d’un individu a un autre, et que I'on exclut le cas
ou plusieurs coupons sont distribués par un méme recruteur.

2.9 Hypotheses mathématiques des estimateurs classiques

On peut voir que les hypotheses different naturellement pour chacun des estimateurs mais
qu’un grand nombre d’entre elles se recoupent. De plus, I'estimateur de Volz-Heckathorn est
le plus couramment utilisé. C’est pourquoi on se contente d’évoquer ici les hypothéses de
ce dernier. Plusieurs articles se sont attardés a discuter ces différentes hypothéses (Gile et
Handcock, 2010; Gile et Tomas, 2011; Lu et al., 2012). Deux problémes distincts se posent.
Le premier est que les hypothéses ne sont que rarement satisfaites et il est donc nécessaire
de pouvoir évaluer comment réagissent les estimateurs a la violation des hypothéses sur les-
quelles ils sont basés. Deuxiémement, les hypothéses faites dans (Volz et Heckathorn, 2008)
ne sont pas suffisantes pour assurer que I'estimateur est non-biaisé. On peut montrer (Gile et
Handcock, 2010; Gile et Tomas, 2011; Lu et al., 2012) que dans des cas souvent rencontrés
dans la pratique, I'estimateur est fortement biaisé, notamment par I'activité différenciée ou par
la non-réponse. Par ailleurs, on considére que les estimateurs qui ont précédé 'estimateur de
Volz-Heckathorn sont désuets. En effet, il est montré que dans la trés grande majorité des cas,
lestimateur .4 supplante I'estimateur psy, au sens du critere MSE (pour Mean Square Er-
ror)(Gile et Handcock, 2010). C’est pourquoi, on se concentre sur ces hypothéses qui sont en
grande partie celles de I'estimateur de Volz-Heckathorn :
connexité On suppose que le réseau social dont est constitué la population cible est connexe,
ou au moins que tous les germes appartiennent a la grande composante connexe (giant
component, voir (Newman, 2003)). Au dela de cette simple hypothése, on suppose que le
réseau satisfait aux conditions nécessaires pour que si I'on considére le processus d’échan-
tilonnage comme une chaine de Markov, celle-ci admette une distribution stationnaire (voir
annexe A).
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échantillonnage avec remise On suppose que I'’échantillonnage est fait avec remise. Cette hy-
pothése en entraine une autre, celle que la fraction échantillonnée soit faible, afin que la
différence entre un échantillonnage avec ou sans remise soit négligeable. Cette derniere
est, elle, nécessaire pour utiliser des estimateurs de Hansen-Hurwitz.

un seul coupon par recrue On suppose qu’un seul coupon est donné a chaque recrue et que
cette derniére I'utilise. A nouveau, cette hypothése est double puisqu’elle exclut implicitement
la non-réponse. Le fait que le coupon soit unique est nécessaire afin de modéliser I'échan-
tillonnage comme une marche aléatoire et non pas comme un processus de branchement.

choix aléatoire de la recrue On suppose qu’au moment du recrutement, le choix parmi les dif-
férents individus connectés est uniformément aléatoire. Cette hypothése est nécessaire pour
pouvoir estimer les probabilités d’inclusion et de rendre « probabiliste » la méthode RDS.

choix aléatoire des germes On suppose que les germes sont choisis de maniere aléatoire
parmi la population cible, avec une probabilité proportionnelle au degré. Cette hypothése
permet de supposer que le choix des germes est une réalisation de la distribution station-
naire de la chaine de Markov.

réciprocité des liens On suppose que les liens sont réciproques, c’est-a-dire qu’une recrue
aurait aussi pu recruter son recruteur. Cette hypothése est double car on suppose aussi que
les liens ne sont pas pondérés (certains liens pourraient avoir plus de poids que d’autres).
En terme de théorie des graphes, on suppose donc que le réseau est a la fois non pondéré
et non orienté (unweighted et undirected, en anglais). Cette hypothése simplificatrice rend
possible une estimation.

estimation précise du nombre de degré Chaque individu appartenant a I’échantillon est sup-
posé étre en mesure de donner une estimation précise de son degré, c’est-a-dire du nombre
de personne qu’il connait au sein de la population cible. Pour le calcul de certains estima-
teurs, cette information est nécessaire. De maniére heuristique, elle permet d’obtenir plus
d’informations sur le réseau sans que cela ne demande de ressources supplémentaires.

Ces conditions sont nécessaires pour utiliser les modles développés dans ce qui précéde.

De plus, d’autres aspects peuvent influencer les estimateurs. Ces aspects ne sont pas d’emble

abordés comme des hypothéses nécessaires (Volz et Heckathorn, 2008) mais sont tout de

méme a considérer (Gile et Handcock, 2010; Gile et Tomas, 2011). On abordera ici essentiel-

lement ce qui a trait a la structure du réseau, au taux de sondage ainsi qu’a la non-réponse.

La dépendance aux germes Une des principales propriétés que I'on préte a un échantillon
engendré par un processus RDS est qu’au bout d’un certain nombre de vagues, la dépendance
aux germes doit disparaitre. Cette hypotheése est soutenue par le fait que 'on modélise le pro-
cessus de recrutement comme une chaine de Markov. Toutefois, dans les faits, les hypotheses
sur lesquelles se fondent ce processus ne sont pas scrupuleusement satisfaites, puisque le
tirage est sans remise et que le processus d’échantillonnage n’est pas une marche aléatoire
sur le réseau. De fait, la dépendance aux germes ne disparait pas complétement et il faut un
certain nombre de vagues pour que le biais soit considérablement amenuisé (8 semble étre un
nombre de vagues suffisant (Gile et Handcock, 2010)), surtout si les germes sont choisis de
maniére peu aléatoire. On trouve une illustration de ce phénomene dans (Gile et Handcock,
2010). On voit que dans certains cas, le biais introduit est important. En dépit des remarques
rassurantes a ce sujet dans (Lu et al., 2012), il semble qu’il s’agisse la d’'un point a traiter avec
précaution. Toutefois, les simulations mettant en évidence un tel biais dans (Gile et Handcock,
2010) sont extrémes et n’ont qu’une faible probabilité de survenir. Mais il est clair que ce phé-
nomene, bien que, rare a priori, reste envisageable. Dans tous les cas, il semble que les études
RDS menées ont tendance a ne pas utiliser assez de vagues.

On peut imaginer que pour diminuer le biais lié a la sélection non-probabiliste des germes,
on utilise pour I'estimation uniquement les individus a partir de la deuxieme ou la troisiéme
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vague. Cette idée est communément appliquée dans les procédures MCMC, ou I'on fait un
burn in, c’est-a-dire que I'on lance une chaine de Markov et que, pour estimer sa distribution,
on n'utilise que les valeurs simulées au-dela d’un certain seuil. On peut imaginer appliquer idée
similaire. Toutefois, les simulations montrent que I'option optimale semble étre de ne supprimer
que les germes de I'échantillon et de la premiére vague. Si I'on enléve les vagues suivantes,
dans certaines situations, un biais apparait, parfois relativement important (Gile et Handcock,
2010). Pour comprendre ce phénoméne contre-intuitif, il faut se rappeler que le processus est
sans remise. Pour illustrer ceci, on peut considérer la situation suivante : supposons que I'on
considére une variable indicatrice (infecté ou pas) et que I'on ait 20 germes, tous infectés. La
population totale est constituée de 1000 individus, dont 200 infectés et on suppose que I'ho-
mophilie de processus est trés forte, c’est-a-dire qu’il y a un recrutement différencié. Alors, les
premiéres vagues, qui comprennent 100 individus disons, sont trés majoritairement constituées
d’individus infectés. Alors quelle que soit I'estimation, la probabilité d’inclusion est au moins di-
minuée de moitié pour des individus infectés. Ainsi, I'estimation s’en voit tres biaisée. Le fait
que la population est finie et que le tirage est sans remise rend possible ce type de biais (Gile
et Handcock, 2010). Il est donc préconisé de supprimer les germes et la premiére vague de
I'échantillon en vue de I'estimation (Gile et Handcock, 2010).

Lhomophilie dans le processus de recrutement Un autre grand probleme de la méthode
RDS est le processus de recrutement. Sa force est d’utiliser les réseaux sociaux pour échan-
tillonner des populations difficiles a atteindre. Toutefois, c’est aussi une grande faiblesse. Len-
quéteur n’a aucune prise sur la maniére dont est mené le recrutement par les individus. Plu-
sieurs biais peuvent alors apparaitre dont ’lhomophilie dite de processus, qui est la propension
a recruter un individu parmi les gens de son propre milieu. Cette problématique est plus com-
plexe qu’il N’y parait. Dans le cadre de I'estimation d’'une proportion au sein d’'une population
difficile a atteindre, le cas le plus évident est lorsque 'homophilie est corrélée avec la variable
observée (exemple : on cherche a estimer la proportion de personnes de couleur noir au sein
la communauté homosexuelle et on suppose qu'il y a de 'homophilie entre les différentes ca-
tégories ethniques). Toutefois, cela peut-étre plus complexe lorsque I'homophilie a plutét lieu
dans un domaine différent que celui que 'on vise (exemple : on reprend I'exemple précédent
en considérant que 'homophilie est liée au sexe, c’est-a-dire femme-femme, homme-homme).
Finalement, on peut aussi manquer un facteur d’homophilie. Par exemple, lorsque qu’une parti-
tion au sein de la population cible n’est pas remarquée par les enquéteurs (Heimer, 2005). Par
exemple, prenons le cas d’une étude sur le milieu gay latino de Los Angeles (Ramirez-Valles
et al., 2005). Les enquéteurs ont pu manquer le fait que des personnes nées sur sol américain
et des personnes nées en Amérique du sud avaient tendance a se comporter différemment, y
compris dans le recrutement. A contrario, on pourrait imaginer que les enquéteurs supposent
de 'homophilie ou il n’y a pas de raison d’en avoir. Par exemple, lorsque I'on suppose que les
personnes séropositives recrutent plus au sein de leur milieu. Ce n’est pas évident, puisque le
fait d’étre séropositif ne I'est pas non plus de prime abord, que de 'homophilie existe dans un
tel milieu (Heimer, 2005). De maniére générale, on peut encore considérer la situation ou les
individus issus d’'un sous-ensemble donné ont tendance a privilégier le recrutement parmi un
sous-ensemble précis (celui auquel ils appartienne ou, justement, un autre). C’est une géné-
ralisation de la notion d’homophilie de processus. On parle alors de recrutement différencié,
ce qui comprend donc I’homophilie. Cette problématique est donc trés complexe et échappe
a une modélisation mathématique simple. Il est important de bien étudier de maniére qualita-
tive la population cible avant le début d’'une enquéte RDS (Salganik, 2012). Dans tous les cas,
méme sous sa forme la plus simple, 'homophilie biaise tout de méme les estimations.
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Léchantillonnage avec remise Une des hypotheses les plus fortes semble étre le fait que
'on considére le tirage avec remise. Cette hypothése est faite car afin de contourner le fait
que les probabilités d’inclusion changent au cours du processus. De maniére plus fondamen-
tale, cela permet de modéliser le processus d’échantillonnage comme un processus de Markov
homogéne en temps. Si ce n’était pas le cas, la modélisation s’en verrait terriblement complexi-
fiée. Par ailleurs, elle implique directement I’hypothése que la fraction échantillonnée doit étre
relativement faible, puisque, dans ce cas, la différence entre un échantillonnage avec ou sans
remise est négligeable. Sachant que toute enquéte RDS la viole sciemment, il est important
de pouvoir comprendre a quel point les estimations sont sensibles a une telle violation. Il y a
une apparente contradiction entre deux hypothéses : celle d’'un échantillonnage avec remise,
qui implique gqu’une petite fraction de la population cible est échantillonnée, et celle de la né-
cessité d’'un grand nombre de vagues pour faire disparaitre la dépendance de I'échantillon aux
germes. Une des maniére de régler ce probléme est de limiter le nombre de coupons, mais
cela ralonge le temps nécessaire a I'enquéte. Le fait de permettre une remise implique une
vitesse de convergence vers la distribution stationnaire beaucoup plus lente, puisque I'individu
peut choisir celui qui I'a choisi, par exemple, ou encore lui-méme. De plus, puisque le nombre
de tirages possibles est beaucoup plus important, N" au lieu de (]X) la variance s’en voit ac-
crue. D’apres les simulations, le fait d’ajouter une remise peut parfois péjorer I'estimation, ce
qui est étonnant mais pas inexplicable. En effet, ne pas faire de remise accélere le mélange
des sous-ensembles au sein de I'échantillon, d’ou un biais important lorsque les germes ne
sont pas choisis de maniere aléatoire (Gile et Handcock, 2010). Par contre, la sensibilité de
'estimateur a la fraction de I'échantillon est plus problématique. Lorsque I'on fait varier I'acti-
vité relative parmi les sous-ensembles, on remarque que I'estimation est problématique dans
certaines situations (Gile et Handcock, 2010).

La connexité La connexité du réseau peut parfois étre une hypothése difficile a vérifier. Il est
donc important de s’assurer qualitativement de I'existence d’une forte probabilité de connexité
du réseau qui constitue la population cible. Si ce n’est pas le cas, il est nécessaire d’utiliser
la méthode RDS séparément sur les différentes composantes connexes du réseau. On peut
rencontrer le probleme que I'estimation finale perde tout sens. En effet, une étude RDS n’a
pour but que d’estimer des populations au sein d’'un méme réseau social. Si 'on explore deux
réseaux sociaux distincts, donc pas connexes, il est possible que ceux-ci ne soient pas com-
parables, avec a la clé des résultats dénués de sens. On peut illustrer cette situation avec
'exemple suivant : supposons que I'on cherche a étudier les personnes toxicomanes séropo-
sitives en Suisse et que la ville de Zirich ait une politique trés active dans ce domaine et que
des campagnes de prévention aient déja eu lieu, avec un grand succes. La ville de Geneve
aurait quant elle une politique tres répressive, sans aucune prévention. On pourrait supposer
que dans une telle situation, 25% des personnes toxicomanes soient séropositives a Zirich,
tandis qu'a Geneéve, ce taux passerait a 40%. Une étude RDS menée entre Genéve et Ziirich
pourrait estimer le pourcentage de personnes séropositives parmi les personnes toxicomanes
de 35%. Ainsi, ce résultat est dénué de sens, puisque les deux populations, de Zirich et de
Genéve, sont totalement différentes °.

Si I'on étudie sciemment au cours d’'une méme enquéte, plusieurs composantes qui ne sont
pas connectées, on fait implicitement I'hypothése, trés forte, que la répartition du caractére
observé est homogene au sein des deux populations. Dans ce genre de cas, il est recommandé
de faire plusieurs enquétes différentes sur chaque composante connexe ou alors d’admettre
que I'enquéte n’est pas faisable d’un point de vue méthodologique et d’y renoncer (Gile et
Handcock, 2010).

5. Ce cas est bien évidemment fictif et ne sert qu’a illustrer un propos.
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Structure du réseau Un des aspect lié a la structure du réseau est I'activité relative d’un
groupe ¢ par rapport a un groupe j. Elle est simplement définie comme :

; (10)

Sl &

wij =

ol d; représente le degré moyen du sous-ensemble i. C’est un indicateur de la capacité d’'un
sous-ensemble a recruter et a étre recruté, relativement a un autre groupe. Puisque dans la
plupart des cas, on ne considére que deux groupes, on suppose que i représente le groupe des
infectés et j le groupe des bien portants et on omet de préciser I'indice. De fait, si la quantité w
est proche de 1, il s’agit d’un cas idéal. Lorsque le rapport w est différent de 1, cela peut biaiser
dramatiquement I'estimation (Gile et Handcock, 2010; Gile et Tomas, 2011). Dans ce cas, on
dit qu’il y a une activité différenciée (differential activity, c’est ainsi que 'on y fait référence dans
la littérature).

Par ailleurs, on peut aussi considérer une homophilie de réseau. En effet, il est raisonnable de
supposer que certains individus ont plus de liens avec des individus qui leur sont semblables.
Dans la société, on parle de communautarisme dans certains cas pour illustrer ce genre de
situation.

Non-réponse En ce qui concerne la non-réponse, cet aspect est peu évoqué dans la litté-
rature, a I'exception notable de (Gile et Handcock, 2010; Gile et Tomas, 2011). En général,
lorsque le niveau de non-réponse augmente, cela augmente inévitablement la variance de 'es-
timation. Il est aussi raisonnable de considérer une situation ou la non-réponse varie en fonction
du sous-ensemble considéré ou en fonction du degré moyen du groupe considéré. Ceci n'est
pas forcément un artifice mathématique et cela peut trés bien représenter une situation réelle.
On peut imaginer une étude sur des personnes qui se prostituent et pour laquelle la proportion
de non-réponse est plus élevée parmi celles qui n’ont pas de permis de séjour. La non-réponse
est un probleme inhérent a tous les types de sondages et la procédure RDS n’échappe pas a
cette régle. En particulier, lorsqu’elle est associée a d’autres types de perturbations (recrute-
ment différencié, activité différenciée), des biais trés importants peuvent apparaitre.

Conclusion En regle générale, lorsqu’une seule des hypothéses est violée, les simulations
montrent que l'estimation n'est pas nécessairement biaisée. Toutefois, lorsqu’elles s’accu-
mulent, des biais, parfois importants peuvent apparaitre (Gile et Handcock, 2010; Gile et To-
mas, 2011). De plus, on remarque que certaines d’entre elles sont impossibles a vérifier dans
un cas concret. La seule maniére de certifier la méthode RDS est donc I'usage de la simulation,
pour tester les hypotheses les plus extrémes.

Trés peu de données fiables existent au sujet des personnes difficiles a atteindre. Il est donc
trés difficile de pouvoir comparer les résultats obtenus via la méthode RDS a des données exis-
tantes. Par ailleurs, les données récoltées a 'aide de la méthode RDS sont peu nombreuses
a étre disponible librement (Salganik, 2012). On peut quand méme noter une étude de (Mc-
Creesh et al., 2012), qui est une référence dans sa méthodologie (Salganik, 2012). On y étudie
une population dont les caractéristiques sont connues, en vue d’évaluer la méthode RDS. Les-
timateur de Volz-Heckathorn y est utilisé. Les réultats y sont séveres pour la méthode RDS et
montrent que les réserves mentionnées jusqu’ici sont fondées. Nous reviendrons plus tard sur
un bref compte-rendu de cette étude (voir 4.1)
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2.10 Sensibilité des estimateurs

Pour évaluer définitivement la méthode RDS et ses estimateurs, il est essentiel, ainsi que le
préconise (Salganik, 2012), de la soumettre a deux types d’épreuves. D’'une part, des simula-
tions, d’autres part des échantillonnages via la méthode RDS menés sur des populations pour
lesquelles des données fiables sont déja disponibles, en vue d’'une comparaison des deux ré-
sultats. Rares sont les études qui permettent une telle comparaison et elles sont appelées a se
développer. Cependant, il faut admettre qu’elles sont complexes a mettre en place et néces-
sitent une solide infrastructure. A cet égard, I'étude ménée par McCreesh et al. est exemplaire
(McCreesh et al., 2012).

Il est essentiel de garder a I'esprit que la méthode RDS est avant tout une méthode qui vise a
étre appliquée. Les besoins pratiques doivent demeurer primordiaux. Malheureusement, seules
des simulations sont en mesures de certifier pleinement cette méthode car il est impossible
d’effectuer un nombre suffisant d’enquétes, avec des parametres connus, pour valider la mé-
thode.

On a déja mentionné le fait que si une seule des hypothéses est violée, cela ne conduit pas
nécessairement a un biais, alors que dans le cas ou plusieurs le sont, les estimateurs y de-
viennent nettement plus sensibles. Les simulations doivent donc étre employées de maniéere
soumettre les différents estimateurs a des situations, peut-étre peu probables mais qui ont une
probabilité non négligeable de survenir.

Finalement, un dernier point mérite d’tre mentionné. Les estimateurs de Salganik-Heckathorn
et de Volz-Heckathorn ne sont pas consistants (Cochran, 1977, p.21), c’est-a-dire que l'on a

pas forcément :
. N;
1}21]1\/ MV—H/S—H(Si) = W = T4,

ou uvwsnh(S;) désigne I'estimateur de Volz-Heckathorn (ou de Salganik-Heckathorn) de la pro-
portion d’un groupe S; au sein de la population, c’est-a-dire la proportion au sein de I'échan-
tillon. En effet, puisqu’ils ne se basent pas directement sur la population échantillonnée mais
plutdt sur la structure du réseau, un biais n’est pas impossible. Cette justification est essentiel-
lement heuristique mais elle est vérifiée dans les simulations (Gile et Handcock, 2010).

3 Simulations

La problématique des populations difficiles & atteindre est telle qu'il est difficile de tester des es-
timateurs sur des données réelles. En effet, pour ce faire, il faut utiliser une procédure d’échan-
tillonnage RDS sur une population dont on connait a priori les véritables caractéristiques. Or,
de telles études sont rares car tres difficiles a mettre en ceuvre. A notre connaissance, il n’existe
a I'neure actuelle gu’une seule étude de ce genre (McCreesh et al., 2012). La modélisation ma-
thématique des réseaux sociaux que constituent les populations difficiles a atteindre semble
constituter une difficulté pour l'instant infranchissable. Par ailleurs, le processus d’échantillon-
nage est lui aussi d’'une complexité telle qu’il n’existe pas de formulation mathématique de ce
processus qui soit pleinement satisfaisante.

Dans ce contexte, la simulation semble étre le moyen le plus approprié de mener a bien une
étude empirique des différents estimateurs existants. Toutefois, une grande précaution est de
mise. |l est en effet nécessaire de garder a I'esprit que ce type de procédure ne peut pas rendre
compte de la complexité d’'une situation réelle mais seulement en étre une approximation.

Le premier ingrédient nécessaire a une simulation d’'une procédure RDS est la génération
d’un graphe, qui doit étre une approximation d’'un réseau social. Cette étape est extrémement
complexe. Dans notre cas, on a choisi de se limiter a un certain nombre de propriétés que I'on
peut imposer au réseau. Par ailleurs, la génération d’un tel réseau est aléatoire. Pour plus de
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précision quant aux détails d’'implémentation de la génération du réseau, on peut se référer au
guide d’utilisation qui accompagne le code (Wilhelm, 2012).

Le deuxiéme ingrédient est le processus d’échantillonnage lui-méme. C’est-a-dire qu’a partir du
réseau, on doit étre capable de lancer le processus qui permet d’obtenir I'échantillon. Toutefois,
pour rendre compte de la spécificité du processus d’échantillonnage RDS, 'objet ainsi obtenu
doit rendre possible la construction de la totalité du processus. Concrétement, il ne s’agit pas
seulement de savoir qui a été échantillonné mais aussi de savoir qui a recruté qui et de pouvoir
ainsi reconstituer le cheminement du recrutement au sein du réseau. En outre, il est nécessaire
de pouvoir faire varier certains parameétres qui caractérisent le processus de recrutement.
Finalement, aprés avoir obtenu un échantillon, il suffit de calculer la valeur des estimateurs.
Ainsi, on peut facilement identifier 3 étapes distinctes pour le processus : La génération du ré-
seau, I'échantillonnage et le calcul des estimateurs. On ne va pas s’attarder sur les possibilités
offertes par le code mais ce dernier permet de reproduire la plupart des simulations existantes
dans la littérature. Pour tous les détails, on peut toujours se référer au guide de I'utilisateur.
Toute 'implémentation est faite grace au logiciel R. (R Core Team, 2012) et en particulier grace
au package statnet (Handcock et al., 2003).

Dans toutes les simulations qui apparaissent, si rien n’est précisé, les valeurs par défaut sont
les suivantes :

e nombre de simulations 1000 simulations

taille du réseau N = 1000

taille de I'échantillon n = 500

proportion de la population infectée 20 %

homophilie de réseau pas d’homophilie de réseau

homophilie de processus pas d’homophilie de processus

activité relative w = 1, c’est-a-dire pas d’activité différenciée

degré moyen du réseau d = 7

nombre de germes 10 germes

nombre de coupons 3 coupons

estimation du degré exacte

non réponse pas de non-réponse

remise avec remise

choix des germes uniformément aléatoireme parmi la population

3.1 Lhomophilie

Dans un premier temps, on a soumis les différents estimateurs a une variation de ’lhomophilie.
Il s’agit de différencier deux types d’homophilie : ’homophilie de réseau ainsi que I'homophilie
du processus d’échantillonnage. S'’il y a de 'homophilie de réseau, c’est que la probabilité pour
un lien donné de connecter deux individus de méme type est plus grande que la probabilité
de connecter deux individus de type différent. Cette homophilie est donc a situer au niveau
du réseau. Lhomophilie du processus d’échantillonnage est quant a elle due au fait que lors
du processus lui-méme, certains individus ne choisissent pas leurs recrues de maniére unifor-
mément aléatoire parmi les individus avec lesquels ils sont connectés mais ont une plus forte
probabilité de choisir quelqu’un qui partage avec eux une certaine caractéristique. En général,
cette caractéristique est indépendante (au sens mathématique du terme) de la variable que
I'on étudie, alors il est facile de démontrer que I'homophilie n’influence pas I'estimation de la
proportion au sein de la population totale. Lorsqu’au contraire 'homophilie est justement la
variable observée (par exemple, si I'on cherche a estimer la prévalence du SIDA et si les per-
sonnes saines ont tendance a plutét recruter des personnes saines), alors I'échantillonnage
sera forcément biaisé, c’est-a-dire que la prévalence du SIDA est significativement différente
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au sein de la population totale qu’au sein de I'échantillon.

3.1.1 Lhomophilie de processus

En modifiant graduellement 'homophilie de réseau, on peut observer le comportement des
estimateurs lorsque I'hnomophilie varie. On simule 1000 réseaux qui possedent les mémes ca-
ractéristiques et, sur chacun des réseaux, on effectue une procédure d’échantillonnage RDS.
Pour chaque échantillon, on calcule la valeur des 4 estimateurs abordés au cours de ce travail.

@ Estimateurs pour différents niveaux d'homophilie dans le processus d'échantillonnage
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FIGURE 2 Boites a moustache des estimateurs dans plusieurs configurations d’homophilie de pro-
cessus. Précisément, les probabilités de transitions infecté/sain et et infecté/infecté restent
inchangées et valent 1/2. La probabilité de transition sain/sain prend les valeurs de 1/8, 1/4,
1/2,3/4 et 7/8 et la valeur null. La valeur null signifie que les individus sont recrutés uni-
formément aléatoirement parmi toutes les connections du recruteur. Ce niveau se situe en
moyenne a 0.8, ce qui correspond a la proportion d’individus sains au sein de la population.
Les autres valeurs sont celles par défaut.

On remarque un certain nombre de choses sur la figure 2. Tout d’abord, aucun des estimateurs
ne semble étre en mesure de corriger le biais di a ’homophilie. Tous échouent a estimer
de maniére non biaisée la véritable proportion de la population infectée. Plus la probabilité
de transition est proche de 0.8, moins le biais des estimateurs semble important. Le biais
semble donc clairement sensible & une variation de I'homophilie. De plus, le signe du biais
semble dépendre de I'homophilie, ce qui est raisonnable. Lorsque la valeur est supérieure a
0.8, on remarque que, méme avec une faible différence de niveau d’homophilie, le biais est
immédiatement trés important. Ceci est principalement lié a la valeur de niveau d’homophilie
relativement élevée. Finalement, le biais de tous les estimateurs semble suivre une méme
tendance lorsqu’ils sont soumis a un méme niveau d’homophilie.

Les variances quant a elles semblent peu ou pas affectées. Pour chacun des estimateurs,
elles semblent demeurer a des niveaux semblables quelque soit le niveau d’homophilie de
processus. De fait, I'écart entre les valeurs minimale et maximale de I'écart-type est inférieur a
0.02, quelque soit I'estimateur.

On remarque de sensibles différences entre les estimateurs. Premiérement, si aucun ne par-
vient a corriger le biais induit par le recrutement différencié, I'estimateur RDS DS y semble plus
sensible que les autres. De plus, souvent I'estimateur le moins biaisé semble étre I'estimateur
naif, et lorsque ce n’est pas le cas, il en est tres proche. Ce fait est particulierement étonnant.
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Les variances des estimateurs RDS | et RDS Il sont trés proches, dans toutes les situations
et semblent raisonnables. La variance de 'estimateur naif est la plus faible en général et les
estimateurs RDS | et RDS Il ont une variance qui est trés proche I'une de l'autre. La variance
de I'estimateur RDS DS est dans tous les cas plus grande que celle des autres estimateurs.
On remarque donc qu’aucun de ces estimateurs ne parvient a corriger le biais induit par 'homo-
philie liée au processus de recrutement. Le biais induit peut-étre d’important suivant le niveau
d’homophilie. Toutefois, de tels niveaux d’homophilie ne semblent pas pouvoir étre totalement
exclus de situations expérimentales réelles. En effet, la stigmatisation de certaines popula-
tions font qu’elles sont systématiquement rejetées par le reste de la population, a l'instar des
intouchables dans la société indienne par exemple.

Finalement, il est aussi important de préciser que, puisque c’est un mécanisme lié au processus

de recrutement, 'enquéteur potentiel n’est pas totalement impuissant face a une telle situation.

En effet, on peut imaginer la procédure suivante, pour éviter effectivement qu’un tel phénomene

se produise :

e Demander a la recrue de compter le nombre de personne qu’il connait au sein de la popula-
tion cible. Pour chacune de ces personnes, lui donner un surnom et ainsi établir une liste de
ses connaissances au sein du réseau qui soit anonyme pour I'enquéteur.

e Attribuer un entier pour chacune de ces personnes et faire un tirage aléatoire parmi ces
personnes. Le choix de la distribution des coupons n’est donc pas totalement du ressort de
la recrue.

e Vérifier lorsque les nouvelles recrues participent a I'enquéte si elles se reconnaissent dans
le surnom qui les désigne.

De cette maniére, on peut éviter, dans une certaine mesure, le recrutement différencié.

3.1.2 L’homophilie de réseau

Lhomophilie de réseau est une caractéristique propre au réseau. Il n’est pas évident que la
structure méme du réseau permette qu’un échantillonnage RDS produise un échantillon non-
biaisé, quand bien méme ce dernier est sans homophilie. En fait, certaines caractéristiques
du réseau semblent influencer le processus. Plus précisément, en admettant un échantillon-
nage idéal, c’est-a-dire qui satisfait toutes les hypotheses désirées, peut-on étre sir que les
estimateurs se comportent de maniere fiable’ Dans ce qui suit, on fait varier deux paramétres
différents, I’homophilie de réseau et le niveau d’activité relatif. Ce sont deux paramétres propres
au réseau.

On peut voir sur la figure 3 comment se comportent les estimateurs lorsque I'on fait varier le ni-
veau d’homophilie de réseau et le niveau d’activité relatif. Dans ces différents cas, le processus
d’échantillonnage est idéal, dans le sens ou I'on n’y inclut aucun biais. Tout d’abord, on voit que
selon la situation, le fait de varier ces paramétres influence significativement les estimateurs. Il
est trés étonnant de voir que les deux parametres testés simultanément semblent influencer les
estimations de maniére presque indépendante. En effet, il semble que 'homophilie de réseau
n’a une influence que sur la variance des estimateurs tandis que I'activité relative ait surtout
une influence sur les biais des estimateurs ainsi qu’une légere influence sur la variance, la fai-
sant baisser. Dans toutes les situations, on peut observer que I'estimateur naif est celui qui se
comporte le moins bien. Ensuite, on note que le biais augmente lorsque I'activité relative aug-
mente. En raison de la configuration du réseau, le seuil minimal de w est de 0.8 (voir (Wilhelm,
2012)). Finalement, lorsque que I'activité relative augmente, alors un biais apparait. De plus,
pour un méme niveau d’homophilie de réseau, la variance diminue aussi lorsque l'activité re-
lative augmente. Par contre, a activité relative égale, la variance augmente sensiblement avec
le niveau d’homophilie. Toutes ces remarques sont valables pour tous les estimateurs excepté
I'estimateur naif.
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8 Estimateurs pour différents niveaux d'homophilie dans le réseau
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FIGURE 3 Boites a moustache des estimateurs dans plusieurs configurations d’homophilie de réseau
et de niveau d’homophilie de processus. Ici, le parameétre net.homophily désigne le rap-
port entre le nombre d’arétes internes aux groupes, c’est-a-dire les arétes infecté/infecté ou
sain/sain et le nombre d’'arétes inter-groupe. Si I'on distribue uniformément les arétes sur le
réseau (en excluant les liens d’un individu avec lui-méme), ce rapport est de 2.12 dans la
configuration par défaut de notre réseau. Le niveau d’activité w est le rapport entre le de-
gré moyen des individus sains et le degré moyen des individus infectés (voir équation (10)).
Tous les autres parameétres sont choisis par défaut.

Dans toutes les situations, hormis la situation idéale, c’est-a-dire lorsque le parametre group.
homophily = 2 et w = 1, 'estimateur naif semble étre biaisé, voire trés biaisé. Si 'on exa-
mine le comportement des estimateurs un a un, on remarque que I'estimateur RDS DS a en
général une variance plus grande que les deux autres. Toutefois, son biais est moindre que
pour tous les autres estimateurs lorsqu’il y a une forte activité relative. On a vu a la section 2.6
que I'estimateur RDS DS est sensé étre plus performant en présence d’activité différenciée et
de recrutement différencié. Or, s'il parvient a étre moins biaisé en présence d’activité relative
importante, comme on peut le voir sur la figure 3, il ne parvient pas a corriger le biais di a
I’'hnomophilie de processus, comme on peut le voir sur la figure 2. Quant aux estimateurs RDS
| et RDS Il, ils semblent se comporter de maniére trés similaire, tant du point de vue de la
variance que du point de vue du biais.

3.1.3 Homophilie de réseau et homophilie de processus

Les deux simulations qui précédent nous permettent de mettre en lumiére que les deux types
d’homophilie, de processus d’échantillonnage et de réseau, ont une grande influence sur le
biais et la variance des estimateurs. De plus l'activité relative est elle aussi un facteur qui
compte beaucoup dans I'estimation.

On peut voir que 'homophilie de réseau et 'homophilie de processus influent toutes les deux
sur I'estimation. Il est donc naturel de vouloir combiner ces deux facteurs de maniere a voir
quels sont les effets conjugués sur les estimateurs. Ainsi, on peut éventuellement identifier les
facteurs les plus influents.

On voit sur la figure 4 que le biais semble plutét étre lié a 'homophilie de processus qu’a I'ho-
mophilie de réseau. Dans ce cas précis, le biais est trés fort lorsque la probabilité de transition
sain/sain est tres faible. En effet, puisque la proportion d’individu infecté est trés faible, il peut
résulter d’une telle probabilité de transition une probabilité de sélection d’un individu trés forte.
La figure 4 montre aussi que 'homophilie de réseau a tendance, comme on l'avait déja re-
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3 Estimateurs pour différents niveaux d'homophilie dans le réseau
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FIGURE 4 Boites a moustache des estimateurs dans plusieurs configurations d’homophilie de réseau
et de niveau d’activité relatif. Ici, le parametre net.homophily désigne le rapport entre le
nombre d’arétes internes aux groupes, c’est-a-dire les arétes infecté/infecté ou sain/sain et
le nombre d’arétes inter-groupe. Si I'on distribue uniformément les arétes sur le réseau (en
excluant les liens d’un individu avec lui-méme), ce rapport est de 2.12 dans la configuration
par défaut de notre réseau. Par ailleurs, le paramétre level.homophily dénote la probabilité
de transition sain/sain au cours de I'échantillonnage. Tous les autres parametres sont choisis
par défaut.

marqué précédemment, a augmenter la variance des estimateurs. Ici, le cas ou la probabilité
de transition est de 0.75 semble, en général, étre proche de la probabilité qu’aurait un individu
d’étre sélectionné sans homophilie, dont le niveau correspond en moyenne a 0.8.

D’aprés les figures 2, 3 et 4, on peut voir que les effets qui sont liés au réseau semblent
s’additionner a ceux qui sont liés au processus, tant dans le biais que dans la variance. Il ne
semble pas que I'une ou l'autre variable propre au processus ait une influence sur I'effet qu’a
une variable propre au réseau, et réciproquement. Cela laisse penser qu’il existe une certaine
indépendance entre les deux types de variables, celle propres au réseau et celles propres
au processus d’échantillonnage. En particulier, il semble que les estimateurs se comportent
en général relativement bien en présence d’homophilie de processus, excepté lorsque cette
derniére est extréme, mais par contre ils sont sensibles a I'activité relative. Ce dernier facteur
semble étre celui qui biaise le plus les estimations.

3.2 Dépendance aux germes

Lun des principaux reproches que I'on peut faire a la méthode RDS est le fait que les germes
ne sont que trés rarement tirés aléatoirement. Dans ce cas, il est donc intéressant de tester
la dépendance de I'échantillon final aux germes. Il est dit que la dépendance aux germes de-
vrait disparaitre au fil des vagues, en utilisant un argument propre aux chaines de Markov (voir
annexe A)(Heckathorn, 1997, 2002). Il est clair que choisir une distribution des germes (par
rapport a la variable d’intérét) la plus proche possible de la véritable distribution serait idéal.
En particulier, si 'homophilie est raisonnable ou faible, alors la distribution stationnaire de la
chaine de Markov (voir section 2.2) doit étre la véritable distribution du caractere infectieux au
sein du réseau. Toutefois, comme cela a été mentionné précédemment, il n’est pas clair que
ces distributions coincident, précisément a cause de facteurs tels que 'homophilie de proces-
sus ou l'activité relative. On peut voir dans les figures 5 et 6 comment évolue la dépendance
aux germes au fil du temps. Sur la figure 5, on peut voir la proportion d’individus infectés parmi
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les descendants des différents germes au fil des vagues. Théoriquement, on doit arriver rapide-
ment a un équilibre puisque 'homophilie de processus est nulle (Heckathorn, 1997). Toutefois,
en raison de la configuration particuliere de notre réseau, c’est-a-dire une forte homophilie de
réseau et une forte activité différentielle, I'équilibre atteint n’est pas toujours la véritable pro-
portion. Ainsi, on démontre que méme en s’affiranchissant des problémes liés au processus,
la nature du réseau suffit a biaiser fortement le processus. D’autre part, sur la figure 6 on peut
voir que s'’il est vrai que la distribution semble atteindre un équilibre (qui correspond a I'esti-
mateur trivial), cet équilibre, méme aprés un nombre de vagues trés important, ne correspond
pas a la véritable proportion. Cette simulation a été répétée un certain nombre de fois et on
obtient des résultats similaires. C’est une limitation sérieuse qui est mise en évidence ici. De
plus, sur la figure 6, on peut voir que non seulement la proportion est fausse et ne varie que
trés peu mais les estimateurs ont un comportement semblable, a savoir qu’ils sont dans un état
« stationnnaire » sans pour autant étre proche de la véritable proportion.

Finalement, on peut conclure de ces deux figures que, contrairement a ce qui est communé-
ment admis, I'équilibre atteint ne correspond pas forcément a la véritable proportion d’individus
infectés. Le fait donc que le processus atteigne un certain équilibre n’est pas forcément bon
signe.

Dans ces conditions idéales, c’est-a-dire lorsque le processus et que le réseau lui-méme sont
idéaux, c’est-a-dire lorsque I'on n’a ni activité différenciée ni homophilie de processus, les es-
timateurs convergent en trés peu de vagues vers la véritable proportion. On peut 'observer en
annexe, sur les figures 14 et 15. De plus, ni le nombre de germes, ni le nombre de coupons ne
semblent véritablement influer sur le processus. Dans ces conditions, tous les estimateurs se
révelent tres performants. De plus, la moyenne de I'échantillon semble elle aussi trés rapide-
ment proche de la véritable proportion.

On étudie le comportement des estimateurs lorsque les germes ne sont pas choisis de maniére
aléatoire. On peut en voir le résultat sur la figure 7. On fait varier le niveau d’homophilie afin
de voir si cela n’agrave pas I'estimation. Au vu de la figure 7, on remarque que la proportion
d’individus infectés parmi les germes ne fait pas sensiblement varier les estimateurs. Ceci
confirme que la dépendance aux germes a tendance a disparaitre assez rapidement lorsque
le réseau est idéal, comme c’est le cas sur figure 7.

Les simulations ont montré deux aspects différents. Le premier, c’est que sauf cas extréme,
il suffit de peu de vagues pour que I'équilibre soit atteint, c’est-a-dire que ni la proportion au
sein de I'échantillon ni les estimateurs eux-mémes ne varient beaucoup au fil des vagues. Par
contre, on a montré que dans certaines conditions, I'équilibre atteint ne correspond pas a la
proportion réelle. Il est donc illusoire de croire qu’augmenter le nombre de vagues permettrait
de corriger le biais induit par la structure du réseau. Il est donc recommandé de procéder a
un nombre suffisant de vagues, typiquement 5 ou 6 mais aller nettement au dela ne saurait
corriger le biais introduit par la structure du réseau, s'il existe.

3.3 Tirage avec ou sans remise

On a vu que pour certains estimateurs, on fait I’hypothése que le tirage est avec remise, ceci
pour utiliser I'estimateur de Horwitz-Thomson. On considére donc des situations ou les esti-
mateurs semble ne pas parvenir a estimer correctement la véritable proportion et on simule
un méme processus avec remise pour observer les différences potentielles. Dans ce cas, on
remarque sur la figure 8 que faire un tirage avec ou sans remise a un effet étonnant. Pre-
miérement, dans tous les cas, le processus avec remise augmente la variance de tous les
estimateurs. Ceci est explicable car, dans le cas avec remplacement, le nombre d’échantillons
possibles est sensiblement plus grand. Par contre, parfois, le processus avec remise diminue le
biais tandis que parfois il 'augmente, et ce, pour tous les estimateurs. En fait, il semble ajouter
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I'activité relative w est égale a 3 et il y a 4000 individus dans la population totale. Tous les
autres parametres du processus et du réseau sont ceux par défaut.
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évolution de la valeur des estimateurs en fonction du nombre de vague
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FIGURE 6 Evolution des estimateurs au cours du temps. Le réseau simulé ainsi que les échantillons
sont les mémes que ceux de la figure 5.
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3 Estimateurs pour différentes proportions de germes
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FIGURE 7 Boites a moustache des estimateurs dans plusieurs configurations d’homopbhilie de proces-
sus et de proportions de germes sains. Le nombre de vagues est de 4. Tous les autres
paramétres sont choisis par défaut.

un biais qui varie en fonction de 'homophilie de processus. Dans les deux situations, I’homo-
philie de processus est biaisée par rapport a I'équilibre (I'équilibre correspond en moyenne a
0.8). Donc, un processus avec remplacement a tendance a augmenter la proportion de I'esti-
mation de la taille du groupe qui est favorisé par 'homophilie de processus. A noter que sur la
figure 8, la situation de gauche est en fait trés particuliére. La valeur de I'activité différentielle
w = 3 a tendance a introduire un grand biais négatif. Toutefois, ’homophilie de processus qui
vaut 0.25 aura tendance a introduire un grand biais positif. Dans ce cas, les deux biais se com-
pensent, raison pour laquelle I'estimation sans remplacement semble trés bonne. Cependant,
puisque 'hnomophilie de processus est tres forte, I'introduction d’un tirage avec remplacement
biaise beaucoup les estimations.

Pour conclure, il semblerait que le fait que le processus soit fait avec remise introduit un biais qui
va dans le méme sens que I'homophilie de processus. Il ne semble donc pas qu’il s’agisse d’une
hypothése cruciale dans la pratique. Elle est plutot a considérer en parallele avec ’lhomophilie
de processus.

On a vu dans la section 2.9 que I'hypothése de non-remise peut entrainer une autre hypothese.
En effet, si le taux d’échantillonnage est faible alors la différence entre un échantillon avec ou
sans remise est négligeable. Ainsi, on peut remplacer I'hypothése selon laquelle I'échantillon-
nage est fait avec remise par une hypothése selon laquelle le taux d’échantillonnage est faible.
Dans ce qui suit, on utilise volontairement des taux d’échantillonnage importants pour étudier
l'impact de la violation d’une telle hypothese.

La figure 9 illustre un aspect essentiel des estimateurs. En effet, on voit, qu’en cas d’activité
différenciée, I'estimateur RDS II, n’est pas consistant. Ceci est un probléme théorique tres
important. De fait, utiliser un estimateur qui n’est pas consistant est problématique et constitue
une treés sérieuse objection a I'utilisation des estimateurs RDS. En effet, tous sont inconsistants,
a I'exception de I'estimateur naif, ainsi que I'on peut aussi le voir sur les figures 9 et 16.

3.4 Non-réponse

La non-réponse est I'un des principaux problemes auquel on est confronté lors d’enquétes. Elle
peut étre de nombreux types mais dans le cas d’'un échantillonnage de type RDS, on différencie
deux types de non-réponse. Le premier est lorsqu’un coupon n’est pas distribué. Dans ce cas,
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8 Estimateurs pour des échantillonnages avec ou sans remise
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FIGURE 8 Boites a moustache des estimateurs avec un échantillonnage avec ou sans remise. Les
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le probléme se situe au niveau du recruteur. Le second est lorsqu’un coupon est transmis mais
que la recrue renonce a participer a I'étude. La différence entre ces deux types est subtile.
Dans le cas ou le coupon est transmis, cela signifie que la recrue qui refuse de répondre ne
peut pas étre recrutée (méme au cours d’'une vague ultérieure). Ici, nous nous concentrons sur
la non-réponse de second type, c’est-a-dire celle qui a lieu lorsque qu’une recrue refuse de
participer a I'étude. On dénote dans la suite par « niveau de non-réponse » la probabilité d’'un
individu de ne pas répondre lorsqu’il est recruté. Lorsque ce dernier est dénoté par un vecteur
a deux composantes, il s’agit du niveau de non-réponse de chacun des deux statuts infectieux.
Premierement, on a fait varier le niveau de non-réponse, comme on peut le voir sur la figure 10.
Dans ce cas, le résultat est conforme a ce a quoi on peut s’attendre. En effet, une augmentation
de la non-réponse pour le groupe des infectés induit un biais négatif tandis qu’'une augmenta-
tion de la non-réponse dans le groupe des individus sains induit un biais positif. Il semble que la
magnitude du biais soit comparable, si I'on fait varier le niveau de la non-réponse d’un seul des
deux groupes et que I'autre demeure nul. Par contre, pour un méme niveau de non-réponse, le
biais est plutét négatif. Ceci est étonnant et est probablement di a la différence de proportion
entre les individus sains et ceux qui sont infectés au sein de la population totale. Il semble
toutefois que la non-réponse a, dans ce cas, un effet relativement prévisible.

Sur la figure 11, on peut voir quels sont les effets de la non-réponse lorsqu’elle est couplée
a de I’homophilie de processus. Dans ce cas, ’homophilie est une homophilie relative, c’est-
a-dire que lorsqu’un individu est en passe de recruter un autre individu, il a 1.5 ou 2 fois plus
de chance de recruter un individu infecté qu’un individu sain. C’est donc une homophilie de
processus relative dans la mesure ou les poids de sélection de chacun des individus connectés
au recruteur varient selon la distribution d’individus sains parmi les individus connectés au
recruteur. Concrétement, le poids de sélection d’un individu infecté est mult.homophily fois
plus élevé que le poids d’un individu sain. On donc fait varier ce parameétre pour un niveau
de non-réponse fixe. On remarque que les effets des deux facteurs semblent s’additionner.
[l en résulte une estimation qui est proche de la réalité lorsque le taux de non-réponse chez
les personnes infectées augmente et que le facteur mult.homophily augmente aussi. Comme
dans la plupart des simulations précédentes, on voit que I'estimateur d’Heckathorn (RDS DS) a
tendance a avoir une plus grande variance a étre plus biaisé que les autres. De plus, a nouveau
I'estimateur naif semble le meilleur dans toutes les situations, tant du point de vue du biais que
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@ Estimateur naif pour différentes proportions échantillonnées et différents niveaux d'activité
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FIGURE 9 Estimateurs naif et RDS Il (Volz-Heckathorn) en fonction de I'activité relative et du taux de
sondage.

du point de vue de la variance.

On voit sur la figure 12 que la non-réponse semble étre un effet qui se superpose aux effets du
processus d’échantillonnage et a la structure du réseau. Elle semble en effet induire un biais
négatif qui s’ajoute aux autres biais. Il ne semble pas que l'effet varie en importance selon les
conditions d’échantillonnage et de processus.

En conclusion, on peut remarquer que la non-réponse est un phénoméne qui peut induire
un biais. On suppose que ce qui motive la non-réponse est le statut infectieux, ce qui est
réaliste dans bon nombre de situation réelle d’enquétes RDS. Pourtant, il se pourrait qu’elle
soit motivée par d’autres facteurs, peu ou pas corrélés avec le statut infectieux, auquel cas
elle aurait un effet relativement faible. Toutefois, I'observation la plus intéressante est peut-
étre celle qui indique que pour un méme niveau de non-réponse, l'effet n’est pas nul sur les
estimations, ce qui aurait pourtant pu étre supposé. Donc, la non-réponse biaise de toute fagon
les estimations.
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8 Estimateurs pour différents niveaux de non-réponse dans le processus d'échantillonnage
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FIGURE 10 Boites a moustache des estimateurs pour plusieurs niveaux de non-réponse. Tous les
autres parametres sont choisis par défaut, ce qui signifie dans ce cas que le réseau et le
processus sont considérés comme idéaux.
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FIGURE 11 Boites a moustache des estimateurs pour plusieurs niveaux de non-réponse. Tous les
autres paramétres sont choisis par défaut, ce qui signifie dans ce cas que le réseau et le
processus sont considérés comme idéaux.

3.5 Conclusion sur les simulations

Les simulations ont permis d’illustrer les propos du chapitre 2. Ainsi, on a pu voir différentes
situations ou la violation des hypothéses nécessaires a I'utilisation des estimateurs RDS est
problématique. |l semble aussi qu’ils sont souvent moins performants que I'estimateur naif,
tant d’'un point de vue de la variance que d’'un point de vue du biais. Lestimateur RDS DS
est en général caractérisé par une nettement plus grande variance. Toutefois, il se comporte
mieux que les autres estimateurs lorsque le réseau a une activité différenciée. En général, les
estimateurs RDS | et RDS |l se comportent de maniére semblable, méme si, d’'un point de
vue de l'erreur carrée moyenne, I'estimateur RDS Il semble étre légérement meilleur (Gile et
Handcock, 2010).

Finalement, le fait que les estimateurs RDS ne soient pas consistant est trés problématique,
quand bien méme cela se produit dans des cas assez particuliers.
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3 Estimateurs pour différents niveaux d'activité relative et de non-réponse
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FIGURE 12 Boites a moustache des estimateurs pour plusieurs niveaux de non-réponse. Tous les
autres paramétres sont choisis par défaut.

Le code développé et qui a permis de faire ces simulations offre de nombreuses autres pos-
sibilités. En effet, il est possible de faire varier presque tous les paramétres mentionnés dans
les simulations. Celles qui sont montrées ici constituent un choix subjectif de ce que 'on veut
illustrer. Toutefois, de nombreuses autres configurations sont possibles.

4 Conclusions

4.1 A I’épreuve de la réalité

Létude ménée par (McCreesh et al., 2012) a permis de tester la méthode RDS sur une popu-
lation dont on connaissait les caractéristiques précises. Comme ce fait est relativement excep-
tionnel, on en fait un bref compte-rendu. En effet, a notre connaissance, il s’agit de la seule
étude du genre. Elle a été menée sur une communauté de villages ruraux en Ouganda. Pour
chaque individu, on a reporté les caractéristiques suivantes : age, appartenance tribale, village
de provenance, statut socio-économique et religion. Pour chacune de ces caractéristiques, on
a estimé les proportions au sein de la population en utilisant les estimateurs sy et uv.y €t on a
calculé les intervalles de confiance a 95% en utilisant la méthode bootstrap de Salganik (Sal-
ganik, 2006). Le but de I'enquéte est d’évaluer les estimateurs couramment utilisés. En fait, les
deux principaux estimateurs utilisés, I'estimateur de Volz-Heckathorn et I'estimateur d’Hecka-
thorn sont moins performants que la moyenne empirique dans plus de la moitié des cas (63%
des cas pour I'estimateur sy et 67% pour I'estimateur puy.4) €t ne parviennent donc pas a corri-
ger les différents biais inhérents a cette méthode d’échantillonage. Les intervalles de confiance
proposés (Salganik, 2006) ont un taux de couverture nettement plus faible que prévu, entre 50
% et 74%, selon le type d’estimation, contre 95% théoriquement.

4.2 Evaluation de la méthode RDS pour ’'OFS

Sachant que ni les simulations, ni méme des conditions réelles ne donnent des résultats satis-
faisants, comme le montre I'étude de McCreesh et. al (McCreesh et al., 2012), on peut affirmer
que les estimateurs couramment utilisés aujourd’hui ne sont pas satisfaisants du point de vue
de la rigueur scientifique. En outre, comme cela a déja été mentionné, ces estimateurs ne sont
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Estimateur Expression Idée principale
estimateur naif = % Moyenne empirique de I'’échantillon
. D1021 . . . .
estimateur de fsn = =—— —— Utilisation des proportions de liens
Salganik- D1C91 + D2Che inter-groupes et des degrés des in-
Heckathorn dividus échantillonnés
estimateur d'He- | uy = — lelCQ:l — Estimateur de Salganik-
ckathorn AD1C9 + AD2Ch2 | Heckathorn avec une modification
de I'estimation du degré moyen
. Zies 1/di ey 2 ) . v gr s
estimateur de | pyn = =—">— Probabilité¢ d’inclusion d’individu
Volz-Heckathorn Dies 1/ di proportionnelle au nombre de
degrés
estimateur de | pgs = M Modification de I'estimateur py., OU
Gile (ou succes- 2ies L/ la probabilité d’inclusion est esti-
sive sampling) mée a l'aide d’'une procédure ité-
rative qui permet de s’affranchir de
I'hypothése de non-remise

TABLE 2 Résumé des principaux estimateurs RDS, dans 'ordre chronologique. Pour un échantillon
obtenu via une procédure RDS, tous les estimateurs visent a estimer la proportion d’individus
appartenant au sous-ensemble S; au sein d’'une population S.

pas toujours consistants et non-biaisés, qui sont des propriétés essentielles pour un usage
dans la statistique publique. Cette étude douche les espoirs des chercheurs qui croyaient dé-
tenir une méthode permettant enfin des inférences sur ces populations difficiles a atteindre.
On peut encore ajouter que cette étude a été menée sur une population qui n’est ni difficile a
atteindre ni sujette a stigmatisation. Or, on peut supposer que ces deux facteurs auraontient
plutét tendance a augmenter l'incertitude des estimations. On peut conclure que la méthode
RDS, dans I'état actuel, est trés utile pour pouvoir échantillonner des populations difficiles a
atteindre mais ne parvient pas a fournir des estimateurs qui permettent de corriger le biais in-
trinséque a la méthode d’échantillonnage. Il est donc honnéte d’admettre que cette méthode ne
satisfait pas aux criteres de rigueur scientifique. Cependant, dans le cadre de la statistique offi-
cielle, les populations ne sont pas toujours difficiles a atteindre et on ne peut exclure que dans
certains cas, les hypothéses soient satisfaites. Dés lors, le principal probléme est I'estimation
de la variance.
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Annexes

A Eléments de théorie des processus stochastiques

La plupart de ce qui suit a pour base I'ouvrage (Karlin et Taylor, 1975) ou des notes de cours
diverses ®. On suppose que les notions de base de la théorie de la probabilité sont connues et
on suppose que I'on se donne un espace de probabilité (2, F, P).

Définition 2 (Processus stochastique)

Soit S un espace métrique muni de la tribu borélienne B(.S) (c’est-a-dire la o-algébre engendrée
par les ouverts de S, au sens de la métrique de S). Soit 7" un ensemble arbitraire. On appelle
processus stochastique une famille de variables aléatoires {X;},., définies sur un méme es-
pace de probabilité (2, F, P), indexée par ¢t € T et a valeurs dans S. Dans ce qui suit, on va
toujours utiliser S € R et T' C N. De plus, on va supposer que S est dénombrable. Pour plus de
précisions, voir (Karlin et Taylor, 1975, p. 21-22).

Définition 3 (Chaine de Markov)
Soient X1, X», ..., une suite de variables aléatoires définies sur (F, 2, P) et a valeurs dans R.
On dit que { X}, est une chaine de Markov du premier ordre si la propriété suivante

P(Xn+1 :x‘Xo,...,Xn) :P(Xn+1 :Z"Xn) (11)

est satisfaite. On ne considére donc que les chaines de Markov a temps discret. De plus le
nombre de valeurs que peuvent prendre les variables aléatoires X1, X, ... est supposeé fini,
de cardinalité M et sera noté S dans ce qui suit. On appelle S I'espace des états, et un élément
i € S un état. Plus généralement, on appelle chaine de Markov un processus de Markov ayant
un espace d’état fini ou au moins dénombrable. Pour plus de précisions, voir (Karlin et Taylor,
1975, p. 28).

Définition 4 (Probabilité de transition d’'une chaine de Markov)

On appellera probabilité de transition a un pas la valeur P(n,i,j) = P (Xp+1 = i| X, = J). Si
cette valeur ne dépend pas de n, ce qui correspond au cas que nous traiterons, alors on I'ap-
pellera probabilité de transition et on dira que les probabilités de transition sont stationnaires.
Ce type de chaine de Markov est dite homogéne en temps. Si c’est le cas, on peut former la
matrice des probabilités de transition P, de taille M x M et dont les coefficients sont donnés
par P = P (X1 = i|Xo = j). On pose encore P = P (X, = i|X,, = j). On peut alors (pour les
détails, voir (Karlin et Taylor, 1975, p.58-59)) écrire que :

P = (P")ij,

ou P™ est la matrice P élevée a la puissance n. On remarque donc que la chaine de Markov
peut étre étudiée en utilisant uniqguement la distribution initiale ainsi que les probabilités de
transition.

Définition 5 (Distribution stationnaire d’'une chaine de Markov)
La distribution stationnaire d’'une chaine de Markov est la distribution qui satisfait 'équation :

T = E 7'('ij2‘.

JjeS

6. En particulier les notes du cours « Applied Stochastic Processes » donné par le Professeur Mountford, durant
'année 2010 a 'EPFL et dactylographié par les bons soins de Yoav Zemel, que je remercie au passage.
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On remarque que cette équation peut-étre écrite de maniere plus compacte sous forme matri-
cielle :
7w =mP. (12)

Il s’agit en fait d’'un vecteur propre « a gauche » pour la valeur propre 1. On peut réécrire cette
équation sous la forme :
T__T T
Pt =7,

afin de voir apparaitre le probléme sous la forme d’un systéme aux valeurs propres traditionnel.
De plus, on sait que
= B = B

ou P} = P(Xo = i, X, = j). Donc, on peut interpréter =; comme la probabilité que la chaine se
trouve dans I'état ¢, lorsque qu’un grand nombre de transitions se sont passées. On remarque
donc que lorsque n devient grand, la dépendance en X, disparait, comme on peut le voir
dans la seconde égalité ci-dessus. On peut dire que la chaine de Markov a tendance a étre
indépendante de son point de départ, et donc de la distribution de X. Finalement, on peut se
référer a (Karlin et Taylor, 1975, thm 1.2 et 1.3, p.83-84) en ce qui concerne ces résultats. De
plus, cet ouvrage peut servir de référence dans le domaine des processus stochastiques, tout
du moins pour une introduction.

Théoréme 6 (voir (Karlin et Taylor, 1975))
Si une chaine de Markov est irréductible, positive récurrente et apériodique, alors pour tout
i € S (S désigne I'espace des états), on a :

lim P(X, =i) = lim Pﬂ =m;,Vj €S,

n—o0 n—oo

ou 7; est 'unique distribution stationnaire de la chaine de Markov.
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A Simulations supplémentaires

On présente les simulations supplémentaires. Premierement, les mémes simulations que celles
représentées sur les figures 5 et 6 sur des réseaux différents. Concretement, on a utilisé les
mémes parameétres de processus et on a utilisé un réseau avec une homophilie de groupe
nulle et aucune activité relative, c’est-a-dire w = 1. On peut remarquer que, dans ces condi-
tions idéales, c’est-a-dire celles qui sont faites dans (Heckathorn, 1997), les estimateurs se
comportent extrémement bien, tout comme I'estimateur naif.

Ensuite les figures 16 et 13 représentent les estimateurs en fonction de I'activité relative et
de la proportion échantillonnée. La figure 16 montre les estimateurs qui ne figurent pas sur la
figure 9. Quant a la figure 13, il s’agit d’'un résumeé des figures 9 et 16. Toutefois, on I'a mis en
annexe car elle est peu lisible. Elle a toutefois I'avantage de montrer la totalité des données sur
un seul graphique.

Estimateurs pour différentes proportions échantillonnées et différents niveaux d'activité relative
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FIGURE 13 Estimateurs en fonction de I'activité relative et du taux de sondage.
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distribution des descendants de chaque germe en fonction du nombre de vague
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(a) n = 1000 avec 1 coupons et 20 germes
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(c) m» = 3000 avec 2 coupons et 10 germes

FIGURE 14 Distributions des descendants des germes en fonction du nombre de vagues. Le réseau
simulé avait toujours les mémes caractéristiques : le paramétre group.homophily était tel
que 'homophilie de réseau était nulle, I'activité relative w était égale a 1 et il y avait 4000
individus dans la population totale. Il n’ y a pas d’homophilie. Toutes les autres valeurs du
processus et du réseau étaient celles par défaut, sauf précision contraire.
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évolution de la valeur des estimateurs en fonction du nombre de vague
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FIGURE 15 Evolution des estimateurs au cours du temps. Le réseau simulé ainsi que les échantillons
sont les mémes que ceux de la figure 14.
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3 Estimateur RDS | pour différentes proportions échantillonnées et différents niveaux d'activité
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FIGURE 16 Estimateurs RDS | et RDS DS (Salganik-Heckathorn et Heckathorn) en fonction de I'acti-
vité relative et du taux de sondage.
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